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« The most beautiful thing
we can experience is the mysterious.
It is the source of all true art and all science. »

- Albert Einstein
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Notations et Acronymes

Notation (Générale)

1000000.1 nous choisissons la représentation des nombres avec un espace
insécable pour chaque ordre de grandeur (milliers, millions,
etc.) et un point séparant la partie entiere de la partie décimale
(afin d’€tre en accord avec les figures produites dans ce docu-
ment).

lien vers une expérience reproductible.

~
(}

N ensemble des entiers naturels.

R ensemble des réels. 36

E espérance mathématique. 38

1. ternaire retournant 1 si « est vrai, 0 sinon.

O(x) borne supérieure asymptotique en x. 21

ITi-, Si produit cartésien correspondant a S7 X So X ... X S,.. 11
exp fonction exponentielle. 24

rexp suite exponentielle basée sur la fonction exponentielle. 24
luby suite de Luby. 24

Notation (Programmation par Contraintes)

T, Y, 2 (et u, v, w) variables. 10

a, b, c valeurs. 10

T tuple de valeurs. 11

7[i] ieme valeur du tuple 7. 11

T[z] valeur de z du tuple 7. 20

c contrainte. 12

dom™™* () domaine initial d’une variable x. 10

dom(x) domaine courant d’une variable x. 10

fut(X) ensemble de futures variables (non-fixées) d’un ensemble X
de variables. 10

scp(c) portée (ou scope) d’une contrainte c. 12

rel(c) relation d’une contrainte c. 12

P réseau de contraintes. 14

X =vars(P) ensemble de variables du réseau de contraintes P. 14
C =ctrs(P) ensemble de contraintes du réseau de contraintes P. 14
S = sols(P) ensemble des solutions du réseau de contraintes P. 15
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Notation (Bandits Multi-Bras)

O = obj(X) objectif du réseau de contraintes P. 16

size(P) taille réseau de contraintes P. 14

1 instanciation. 14

I[X] projection de I sur X. 15

0 décision. 16

A (et X) ensemble de décisions. 16

pos(X) ensemble des décisions positives de X. 25

neg(X%) ensemble des décisions négatives de 3. 25

Pls réseau de contraintes P restreint par la décision 9. 21

n nombre de variables du réseau de contraintes P. 17

e nombre de contraintes du réseau de contraintes P. 17

0 taille du plus grand domaine de variable du réseau de
contraintes P. 17

r plus grande arité de contrainte du réseau de contraintes P. 17

10) opérateur appliquant une propriété de cohérence. 20

T arbre binaire de recherche. 22

t nombre de runs courant lors d’une résolution. 24

restart(t) nombre d’étapes avant le redémarrage du run t. 24

T nombre de runs total lors d’une résolution. 24

h une heuristique. 32

hi o hs aggrégation de deux heuristiques (/, x, +, —). 32

hy > ---> h,; chainage d’heuristiques suivant le principe de tie-breaking. 32

Notation (Bandits Multi-Bras)

t essai/tour actuel du bandit. 36

[T)={1,..,T}  ensembleallantde 1a7.36

T nombre d’essais disponibles pour le bandit (horizon). 36

o choix de I’action/bras lors de I’essai t. 36

Re fonction de récompense au tour ¢. 36

Re(it) récompense pour 1’action 4; par la fonction R;. 36

R ensemble des fonctions de récompense. 36

B algorithme répondant au probléme de MAB. 36

ne (i) nombre de fois ol I’action ¢ est sélectionnée durant les ¢ pre-

miers tours. 37
Rq(i) moyenne empirique de R (%) sur les n(7) sélections de 4. 37
() moyenne réelle des récompenses de I’action .
regret cumulé pendant 7" tours. 37
pseudo-regret cumulé pendant 7' tours. 38

regret,
pseudo-regret

Acronymes

ABD Aggressive Bound Descent (Descente Agressive de Borne).
110,

AC Arc-Consistency (Cohérence d’ Arc). 20,

auvr  Average of Unassigned Variable Ratios (Moyenne des Ratios

des Variables Non-Assignées). 59,
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Introduction Générale

La programmation informatique est le processus de conception et de réalisation d’un programme in-
formatique exécutable afin d’obtenir un résultat spécifique pour un probleme donné. En programmation,
plusieurs paradigmes permettent de conceptualiser un programme. Ces paradigmes peuvent se parta-
ger en deux grandes familles : le programmation impérative et la programmation déclarative. Pour ce
premier paradigme, I’utilisateur use de son expérience en algorithmique pour indiquer a la machine com-
ment résoudre le probleme ; la programmation procédurale et objet appartiennent a cette famille. Pour le
second paradigme, 1’utilisateur se contente de déclarer le probleme et les propriétés du résultat souhaité,
mais pas la maniere de le calculer. La programmation fonctionnelle, la programmation logique et, no-
tamment celle nous intéressant dans ce manuscrit, la programmation par contraintes, font partie de ce
paradigme déclaratif.

Les langages correspondant au paradigme déclaratif n’indiquent pas 1’ordre dans lequel les opéra-
tions doivent étre exécutées. Au lieu de cela, ils fournissent un certain nombre d’opérations mises a
disposition de I’utilisateur, ainsi que les conditions dans lesquelles chacune est autorisée a s’exécuter.
Un programme générique, appelé solveur, interprete le modele proposé par 1'utilisateur et se charge de
trouver une solution grace aux mécanismes « intelligents » dont il est composé.

La programmation par contraintes (CP — Constraint Programming) [MONTANARI 1974, APT 2003,
RoOSSI et al. 2006, LECOUTRE 2009] permet la résolution de problémes combinatoires de grande taille
tels que les problemes de planification et d’ordonnancement. Elle s’appuie sur un large éventail de tech-
niques issues de l'intelligence artificielle, de I'informatique et de la recherche opérationnelle. En pro-
grammation par contraintes, une premiere étape correspond a la modélisation du probléme en un pro-
bleme de satisfaction de contraintes, puis une seconde étape correspond a la résolution de ce modele
par un solveur de contraintes. Le Graal suivi par la programmation par contraintes correspond a cette
citation d’Eugene Freuder : « the user states the problem, the computer solves it. ».

Lors de 1a modélisation, I’utilisateur déclare un ensemble de contraintes et un ensemble de variables
de décision (sur lesquelles sont appliquées les précédentes contraintes) menant vers une (possible) so-
lution du probleme. Les contraintes different des instructions courantes des langages de programmation
impérative car elles ne cherchent pas a spécifier une étape ou une séquence d’étapes a exécuter, mais
plutdt les propriétés d’une solution a trouver. Lors de la résolution, le solveur s’aide de mécanismes
d’inférence permettant de filtrer et réduire 1’espace de recherche a chaque décision (par exemple, 1’assi-
gnation d’une valeur a une variable), mais aussi de mécanismes heuristiques permettant de prendre une
décision et guider la recherche. En plus de la modélisation, I’utilisateur doit également spécifier chacun
de ces mécanismes afin de résoudre efficacement son probleme. Dans la philosophie émise par le Graal
sus-mentionné, les solveurs de contraintes autonomes veulent alléger la charge cognitive supplémentaire
causée par le manque d’autonomie actuel des solveurs.

Dans ce manuscrit nous nous concentrons essentiellement sur I’automatisation du choix de I’heuris-
tique a utiliser pour rendre la recherche d’une solution la plus efficace possible, et ce, en délégant cette
tache a un mécanisme d’apprentissage (décrit plus bas). Une heuristique, dans la généralité de sa défi-
nition, est une stratégie ou un processus mental simple que les humains, les animaux, ou les machines



Introduction Générale

utilisent pour former rapidement des jugements, prendre des décisions et trouver des solutions a des
problemes complexes. Lorsqu’une politique optimale de recherche est aussi, voire plus, compliquée que
le probleme a résoudre, ces méthodes heuristiques peuvent &tre utilisées pour accélérer le processus de
recherche d’une solution satisfaisante. A travers sa définition, et nous le découvrons dans les résultats
de ce manuscrit, certaines heuristiques se montrent plus efficaces et utiles que d’autres en fonction du
probleme donné; nulle heuristique ne se montre continuellement meilleure que les autres.

Décontextualisation avec I’analogie des heuristiques de I’abeille et de la mouche

Afin d’illustrer ce principe heuristique, nous proposons une analogie liée au régne animal. Cette ana-
logie concerne deux insectes — la mouche et I’abeille, « emprisonnées » dans une bouteille translucide
possédant une porte de sortie : son goulot. Pour ce probleme de la bouteille, plusieurs instanciations de
la bouteille sont possibles et correspondent simplement a différentes orientations de la bouteille (debout,
couchée, renversée, etc.).

Les abeilles sont connues pour leur intelligence. Elles peuvent apprendre des tiches trés complexes,
comme soulever ou faire glisser un bouchon pour accéder a une solution sucrée dans un laboratoire, ou
méme enseigner ce qu’elles ont appris a leurs congéneres. Dans le cadre spécifique du probléme de la
bouteille translucide, son comportement inné I’amene a s’orienter vers la plus grande source lumineuse ;
comme le soleil dans son état naturel. Le cas de la mouche est bien plus basique car celle-ci aura tendance
a adopter une stratégie plus chaotique et aléatoire quant a la direction a prendre dans le cas du probleme
de la bouteille. Ainsi, nous venons de décrire les deux heuristiques appartenant a I’abeille et la mouche :
I’une s’oriente vers la plus grande source lumineuse tandis que I’autre, sans but fixe, opte pour une

orientation aléatoire.

*
(a) La mouche prend 100 secondes pour résoudre (b) L’abeille prend 1 seconde pour résoudre 1’ins-
I’instance du probleme de la bouteille dont le goulot tance du probleme de la bouteille dont le goulot

pointe vers le soleil pointe vers le soleil
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(c) La mouche prend 100 secondes pour résoudre (d) L’ abeille ne parvient pas a résoudre 1’instance
I’instance du probleme de la bouteille dont le goulot du probleme de la bouteille dont le goulot pointe
pointe vers le sol vers le sol

FIGURE 1 — Expérimentation des heuristiques de I’abeille et de la mouche



La figure 1 décrit les expériences (de pensée) proposées a I’abeille et la mouche pour différentes
instances du probléme de la bouteille. Les deux premieres expérimentations correspondent a 1’instance
de la bouteille ou le goulot est orienté vers le soleil et les deux dernieres correspondent a la version ou le
goulot de la bouteille est orienté vers le sol (opposé au soleil).

Lors de la premiere expérience (figure 1a), la mouche, suivant son heuristique aléatoire, produit des
mouvements chaotiques au sein de la bouteille, se cognant sur les rebords puis changeant arbitrairement
de direction. L’ensemble des mouvements de la mouche n’est pas décrit dans le graphique, mais est
schématisé par le dernier arc en pointillé et pointant vers la sortie. Apres tous ces efforts, la mouche finit
par trouver la solution au probléme, en sortant par le goulot apres une centaine de secondes de choix
aléatoires. La deuxieme expérience (figure 1b) correspondant a la méme instance, mais faisant appel
cette fois-ci a 1’abeille et son heuristique bien plus déterministe. Suivant cette politique innée de suivre
le soleil et le goulot étant orienté vers ce dernier, 1’abeille trouve la solution au probleme en une seule
seconde.

La seconde instance donne une toute autre facette a ces expériences. La mouche, comme a son
habitude, produit un mouvement aléatoire I’amenant a résoudre le probleme en une centaine de secondes
(figure 1c). Contre-instinctivement, cette instance amene 1’abeille a se retrouver piégée dans le fond de la
bouteille, continuant de voler inlassablement vers la lumiére jusqu’a ce que, fatalement, celle-ci s’épuise
a la tache (figure 1d).

Usuellement, cette analogie est en lien avec les objectifs humains trop strictement définis ou, tout
comme |’abeille ayant un chemin strictement tracé vers un objectif, I’'un et I’autre finissent aveuglés par
cet objectif manquant de souplesse et de choix arbitraires venant le perturber. Dans notre cas, cette ana-
logie nous permet aussi de mieux appréhender la place des heuristiques dans la recherche dans un espace
combinatoire (que ce soit un environnement a trois dimensions ou un environnement a n dimensions/va-
riables de décisions sous contraintes). Nous remarquons, selon le critére que nous observons, que I’une
n’est pas strictement meilleure qu’une autre : 1a ot la mouche trouve une solution sur 1’ensemble des
instances proposées et prend une centaine de secondes par instance, 1’abeille a tout de méme trouvé une
solution sur les deux en une seule seconde. C’est a ce moment précis qu’il serait intéressant de prendre
la main sur ces deux possibles heuristiques et de choisir intelligemment celle a suivre.

Une premiere politique naive serait, a chaque seconde de I’expérience, d’alterner entre 1’une et I’ autre
heuristique. Ainsi, sans avoir la connaissance du résultat des précédentes expériences, cela nous permet-
trait de résoudre les deux instances en a peine plus de temps que la meilleure des heuristiques actuelles.
11 serait intéressant d’ajouter a cela une maniere de discriminer la progression de ces deux heuristiques a
mener I’insecte vers la bonne direction : par exemple, prendre en compte la distance séparant 1’insecte et
le goulot pourrait €tre un bon indicateur. Avec cette maniere de discriminer, nous remarquerions dans le
cas de la bouteille au goulot orienté vers le sol, que 1’abeille est constamment a une distance extréme du
goulot, 1a ot la mouche serait en moyenne & mi-chemin de la sortie. Prenant en compte ce genre de dis-
crimination, existerait-il une politique plus efficace que I’alternance naive et uniforme entre heuristiques
pour mener a bien ce choix d’heuristique et ainsi, la recherche de la sortie/solution ?

Recontextualisation avec les heuristiques au sein des solveurs de contraintes

Au sein des solveurs de contraintes actuels, nous nous retrouvons face a cette méme problématique de
choix d’heuristique. Au méme titre que le probleme de la bouteille, il existe une multitude de problémes
soumis au paradigme de la programmation par contraintes, déclinés en instances grace au paramétrage de
ces problemes. Plusieurs heuristiques, plus ou moins efficaces, existent et aucune n’est continuellement
meilleure qu’une autre. Sans entrer dans les détails, nous présentons cinq heuristiques composant les
solveurs de contraintes modernes dans le table 1, notées h;.

La table 1 décrit les performances de chaque heuristique en terme du nombre de résolutions
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h1 ho hs3 Dy hs
#RESOLUTIONS 422 384 407 529 543
TEMPS (S) 408484 482069 427455 140219 123546
#MEILLEURS TPS 82 74 111 158 144
#EXCLUSIVITES 4 2 2 11 15

TABLE 1 — Performance des heuristiques d’un solveur de contraintes moderne sur 810 instances de 83
problémes [section 3.4.2]

(#RESOLUTIONS), du temps cumulé de résolution (TEMPS (S)), du nombre de fois ol 1’heuristique
obtient le meilleur temps (#MEILLEURS TPS) et enfin, du nombre de fois ou seule cette heuristique
résout une instance donnée (#EXCLUSIVITES). Nous remarquons que les deux derniéres heuristiques
(hy4 et hs) sont celles montrant les meilleures contributions. Bien qu’une dominance apparaisse dans cet
ensemble d’heuristiques, certains critéres dévoilent que les trois premieres heuristiques, moins efficaces,
apportent tout de méme une contribution avec de meilleurs temps de résolution pour une proportion
d’instances, ainsi que quelques exclusivités. Nous avons calculé les résultats de la politique optimale,
notée h*, qui, tel un oracle, choisit la meilleure heuristique pour une instance donnée. h* démontre
des performances a hauteur de 569 résolutions tout en divisant par deux le temps de résolution de la
meilleure politique actuelle.

A nouveau, nous faisons face au constat qu’aucune heuristique n’est continuellement meilleure. Cela
nous amene donc a emprunter la précédente problématique et a I’appliquer a I’échelle de ce manuscrit :
« Comment trouver la meilleure heuristique de choix de variable pour une instance de probleme, étant
donné un ensemble d’heuristiques fournies par le systeéme de résolution ? ».

En réponse a cette problématique, plusieurs défis se profilent : (i) il s’agira, dans un premier temps,
de gagner en autonomie et ainsi de réussir a retrouver et égaler les performances de la meilleure heuris-
tique (qu’un expert aurait sélectionné a 1’échelle d’un ensemble d’instances); (ii) au-dela, il s’agira de
dépasser ces précédentes performances et approcher celles de la politique h*; (iii) enfin, le Graal de cette
problématique serait d’obtenir, voire de dépasser, les résultats de la politique h*.

Afin de répondre a la problématique et aux défis proposés, ce manuscrit propose un plan composé de
deux parties divisé en sept chapitres au total. Une premicre partie propose 1’état de 1’art décrivant, dans un
premier chapitre, I’avancée de la recherche concernant le paradigme de la programmation par contraintes
[VAN BEEK 2006], puis dans un deuxiéme chapitre, une possible solution a notre probleme de sélection
d’heuristiques. Ce deuxieme chapitre décrit le probleme du bandit multi-bras [GITTINS 1989], semblable
au probleme que nous nous posons, et les politiques algorithmiques permettant de répondre efficacement
a ces choix auxquels nous faisons face. Ce chapitre s’inscrit dans le domaine de I’apprentissage automa-
tique et, plus précisément, celui de ’apprentissage par renforcement.

Dans une seconde partie, cing chapitres sont proposés décrivant les contributions proposées dans ce
manuscrit. Le troisieme chapitre renforce I'idée de la problématique en mettant en évidence les diffé-
rentes performances des heuristiques et leur complémentarité. Ce premier chapitre expérimental nous
donne I’occasion de présenter notre outils d’extraction et d’analyse des résultats de campagnes expé-
rimentales : Metrics [FALQUE et al. 2020, FALQUE et al. 2021b]. Cette étude des heuristiques pré-
existantes a permis de premieres publications nationale et internationale en affinant le processus de pon-
dération d’une des heuristiques [WATTEZ ef al. 2019b, WATTEZ et al. 2021a]. Au-dela de 1’observation
des différentes performances de ces heuristiques, ce chapitre nous donne notamment 1’occasion d’in-
troduire de nouvelles fonctions capables d’estimer et de récompenser une heuristique donnée pour son
efficacité pendant le processus de résolution du solveur : ces fonctions de récompense ont fait 1’objet
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de deux publications internationales [WATTEZ et al. 2020, PAPARRIZOU & WATTEZ 2020] et deux pu-
blications nationales [WATTEZ et al. 2019a, WATTEZ et al. 2021b]. Le quatrieme chapitre décrit une
premiere avancée dans la sélection autonome des heuristiques et la convergence vers la meilleure d’entre
elles avec les politiques de sélection proposée par la bibliographie liée aux bandits multi-bras. Ce cha-
pitre et le framework proposé font aussi 1’objet de ces publications [WATTEZ et al. 2020, WATTEZ et
al. 2019a]. Un cinquiéme chapitre prend en compte les remarques et limitations qu’imposent 1’applica-
tion stricte des politiques de bandit multi-bras proposées dans la bibliographie dans le cadre précis de nos
travaux. Ce chapitre nous donne I’occasion de proposer un nouvel algorithme répondant aux problémes
du bandit multi-bras, au moins, dans le cadre particulier de la sélection d’heuristique en programmation
par contraintes (en cours de soumission). Le sixieme chapitre s’inspire de 1I’approche de I’heuristique de
choix aléatoire (analogie de la mouche) afin de perturber des heuristiques apprenantes dont le probleme
est, parfois, leur manque de diversité (analogie de I’abeille). Ce chapitre a fait I’objet d’une publication
internationale [PAPARRIZOU & WATTEZ 2020] et a aussi été proposée lors d’une conférence nationale
[WATTEZ et al. 2021b]. Enfin, un dernier chapitre cherche a étendre ces précédents travaux a un domaine
annexe a celui de la recherche de solution satisfaisante : les solveurs de contraintes sous optimisation. Ce
chapitre a fait I’objet d’une publication nationale, pour une avancée annexe a celle de la these, concernant
la progression agressive de la recherche de nouvelles solutions s’approchant de 1’optimalité [FALQUE et
al. 2021a]. Plus en lien avec le fil conducteur de la thése, nous appliquons les précédents travaux d’ex-
ploitation de la meilleure heuristique dans ces solveurs cherchant I’optimalité et observons des résultats
a I’image de ceux obtenus jusqu’ici.
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Chapitre 1

Programmation par Contraintes
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1.1 Introduction

La programmation par contraintes (CP — Constraint Programming) [APT 2003, ROSSI et al. 2006,
LECOUTRE 2009] est reconnue depuis longtemps comme un robuste paradigme pour la modélisation et
la résolution de problemes combinatoires, avec de nombreuses applications allant de la configuration,
la planification et I’ordonnancement 2 la bio-informatique, la conception de réseaux et la validation de
logiciels. Le mot d’ordre de la programmation par contraintes est d’alléger autant que possible la charge
cognitive de la recherche combinatoire en utilisant des solveurs de contraintes génériques. Idéalement,
I'utilisateur ne doit se concentrer que sur la modélisation de sa tdiche comme un ensemble de variables
de décision, ainsi qu’un ensemble de contraintes spécifiant les relations entre les variables. Sur la base de
cette description, le probléeme de satisfaction de contraintes (CSP — Constraint Satisfaction Problem)
consiste a trouver une affectation pour toutes les variables satisfaisant I’ensemble des contraintes. La
résolution de ce probleme doit étre dédiée au solveur de contraintes, qui alterne recherche et inférence
afin d’explorer efficacement I’espace des instanciations possibles.

A travers ce chapitre, nous définissons dans un premier temps ce qu’est un réseau de contraintes puis
la description globale du probleme de satisfaction de contraintes. Enfin, nous décrivons les mécanismes
mélant recherche et inférence au sein d’un solveur. Comme prolongement de ce probléeme, nous décrivons
ensuite le principe d’optimisation sous contraintes.



Chapitre 1. Programmation par Contraintes

1.2 Réseau de Contraintes

1.2.1 Définitions et notations

La programmation par contraintes est introduite et commence a étre formalisée dans les années 1960
et 1970 [MONTANARI 1974]. Dans cette section, nous donnons les définitions et notations usuellement
employées pour décrire un réseau de contraintes. Nous commengons par décrire variables et domaines,
puis venant lier ces derniers, les relations et les contraintes.

Définition 1 (Variable) }

Une variable x est une entité a laquelle on associe une valeur. Cette valeur appartient au
domaine (courant) de x, noté dom(z).

Pour ce paradigme, les variables sont généralement considérées discretes. Les lettres z, y, z (et
parfois u, v, w), possiblement accompagnées d’un indice ou d’un exposant, sont utilisées pour désigner
des variables. Par ailleurs, les lettres a, b, ¢, possiblement accompagnées d’un indice ou d’un exposant,
sont utilisées pour désigner des valeurs. Le domaine d’une variable évolue au cours du temps mais est
toujours inclus dans le domaine initial de la variable, noté dom*™** ().

Exemple 1

Soient les variables x et y ayant pour domaine courant dom(z) = {a,b} et dom(y) = {b, c}.
Leurs domaines initiaux peuvent étre dom*®**(z) = dom*®*(y) = {a, b, c}.

Une variable est dite fixée quand son domaine courant contient une seule valeur, et non-fixée sinon.
La fonction fut(X), pour futures variables, permet de récupérer 1’ensemble des variables non-fixées
(ou libres) dans un ensemble de variables X . Une variable peut étre fixée explicitement ou implicitement.
Lorsqu’une variable = recoit explicitement une valeur a de son domaine courant dom(z) au cours de
la progression d’un algorithme, on considére que toute autre valeur b # a est retirée de dom(x). Dans
ce cas, on dit que la variable x est assignée; nous disons également que la valeur a est assignée a
x; dans le cas contraire, on dit que = est non-assignée. L’ assignation d’une valeur a une variable est
appelée affectation de variable. Les variables fixées implicitement apparaissent lorsque des mécanismes
de déduction (inférence) sont utilisés.

% Exemple 2

Considérons 1’égalité x = y entre deux variables x et y dont le domaine courant (et commun)
est {1,2}. Si la valeur 1 est attribuée a la variable x, en raisonnant a partir de 1’égalité, nous
pouvons déduire que y doit également étre égale a 1, c’est-a-dire que la valeur 2 peut étre
retirée de dom(y) par déduction. Les deux variables sont alors fixées, la premiére explicitement
et la seconde implicitement.

Afin de définir les contraintes, les notions de tuple, de produit cartésien et de relation sont néces-
saires.
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—| Définition 2 (Tuple) |

Un tuple T est une séquence, entourées par des parentheses, de valeurs séparées par des vir-
gules. Un tuple contenant 7 valeurs est appelé r-tuple. La ieme valeur d’un r-tuple (avec
1 <4 < r)estnotée 7[i].

Un produit cartésien est un ensemble composé de tous les tuples qui peuvent étre construits a partir

d’une séquence d’ensembles.

# Définition 3 (Produit cartésien) }

Soient 57, .59, ..., .S, une séquence de r ensembles. Le produit cartésien H:zl S; = 51 X Sy x
... X S, correspond a I’ensemble {(a1,as,...,a,) | a1 € Si,a3 € Sa,...,a, € S,}. Chaque
élément de [],_, S; correspond a un r-tuple.

% Exemple 3

Soient z, y et z trois variables telles que dom(z) = dom(y) = {a,c} et dom(z) = {a,b}. Le
produit cartésien de ces trois domaines correspond a :

8

S
~—
-/

8
O 6 o @
=
~—

S
Q

=

dom(x) X dom(y) x dom(z) =

o
S

o
Q

o
O O Q@ 2
S
_ = =

=
~
~

AA/-\ASA/-\A

o

Une relation est un sous-ensemble d’un produit cartésien.

Définition 4 (Relation) }

Une relation R définie par une séquence de r ensembles S1, S9, ..., S, est un sous-ensemble
du produit cartésien [[;_, S;, autrement dit, nous avons : R C [[;_, S;.
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% Exemple 4

Soit R, . définie sur dom(z) x dom(y) x dom(2) :

(a,a,a), )
(a,a,b),
(a,a,a), (a,c,a),
B (a,c,a), (a,c,b),
Rayz = (a,c,b), < (c,a,a),
(c,c,a) (c,a,b),
(c,c,a),
(c,c,b)

Nous pouvons maintenant introduire le concept central de contrainte.

# Définition 5 (Contrainte) }

Une contrainte c est définie par un ensemble de variables, appelé portée (ou scope) de c et
noté scp(c), et par une relation rel(c) qui décrit I’ensemble des tuples autorisés par ¢ pour
les variables de sa portée. Nous avons :

rel(c) C Hyegep(c)dom(z).

La lettre ¢, possiblement accompagnée d’un indice ou d’un exposant décrivant la séquence des va-
riables de la portée, est utilisée pour indiquer une contrainte. La confusion avec I’usage de la lettre ¢ en
tant que valeur est évitée grace au contexte.

—| Définition 6 (Arité) |

L’ arité d’une contrainte c correspond au nombre de variables impliquées dans c, ¢’est-a-dire,
|scp(c)|. ¢ est une contrainte :

— unaire si son arité est égale a 1;

— binaire si son arité est égale a 2;

— ternaire si son arité est égale a 3 ;

— non-binaire si son arité est strictement supérieure a 2.

Le degré d’une variable est une caractéristique qui peut étre utile, par exemple, lors de la conception
d’une heuristique de choix de variable (voir section 1.4).

4 Définition 7 (Degré€) }

Le degré d’une variable est le nombre de contraintes I’impliquant. Le degré dynamique d’une
variable z est le nombre de contraintes impliquant = et au moins une variable non fixée dis-

tincte de x.
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Bien que nous ayons défini une contrainte en termes de relation associée, cela n’impose aucune
restriction sur la définition pratique des contraintes. En premiere instance, une contrainte peut étre définie
soit en infention ou soit en extension.

Définition 8 (Contrainte en intention) }

Une contrainte c est en intention si elle est décrite par une formule booléenne (prédicat) qui

représente une fonction qui est définie de [ ], <y p (o) dom*™*(2) vers B = {faux, vrai}.

% Exemple 5

Soient les variables v, w, x, y et z ayant pour domaines dom(v) = dom(w) = dom(x) =
dom(y) = dom(z) = {0, 1,2} :

— v = w + 1 est une contrainte binaire en intention;

— (z = y) A (y = z) est une contrainte ternaire en intention.

# Définition 9 (Contrainte en extension) }

Une contrainte c est en extension si elle est décrite :
— soit positivement en listant les tuples autorisés par c;
— soit négativement en listant les tuples interdits par c.

# Exemple 6

Si dom(z) x dom(y) x dom(z) = {0, 1,2} x {0, 1,2} x {0, 1,2}, alors la contrainte ternaire
de ’Exemple 5 peut étre définie positivement comme :

(x,y,2) € {(0,0,0),(1,1,1),(2,2,2)}

Les contraintes globales ont été introduites dans 1’optique de faciliter la modélisation et d’améliorer
la résolution grace a des algorithmes dédiés.

Définition 10 (Contrainte globale) }

Une contrainte globale est un type de contrainte qui représente une sémantique mathématique
précise et peut étre appliquée sur un nombre arbitraire de variables.
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% Exemple 7

La sémantique de allEqual est telle que toutes les variables prennent la méme valeur. La
contrainte ternaire de I’exemple 5 peut étre définie par :

allEqual(z,y, z)

Les contraintes globales ont pour vocation de faciliter la modélisation et d’améliorer la résolution
grace a leur algorithme de filtrage dédié. De nos jours, plus de 400 contraintes globales existent [BEL-

DICEANU et al. 2007] telles que allDifferent, cumulative, efc.

Finalement, une structure composée de variables et de contraintes est appelée un réseau de

contraintes.

# Définition 11 (Instance CSP) }

Une instance P du probleme (général) de satisfaction de contraintes (CSP — Constraint Satis-
faction Problem), aussi appelée réseau de contraintes (CN — Constraint Network), est définie
par :
— un ensemble fini de variables, noté X’ = vars(P);
— un ensemble fini de contraintes, noté C = ctrs(P), chacune portant sur un sous-
ensemble de X tel que Ve € C,scp(c) C X.

La taille d’un réseau de contraintes P, correspondant aux nombres d’instanciations complétes du

probléme, est donnée par la fonction size(P)= | ], . dom(z)|.

Avant d’en arriver a la définition d’une solution d’un réseau de contraintes, les notions de support et

d’instanciation sont nécessaires.

—| Définition 12 (Support ) |

Pour une contrainte c :
— un tuple autorisé, ou accepté, par c est un élément de T = rel(c);
— un tuple valide est un €lémentde V' = ][, ¢ cp () dom(z);
— un support (sur c) est un tuple qui est a la fois autorisé et valide, i.e., un élément de
TnV.

4 Définition 13 (Instanciation) }

Une instanciation I d’un ensemble X = {z1,...,2,} de ¢ variables est un ensemble
{(z1,v1),..., (xq,v9)} tel que Vi(1 < i < q),v; € dom™*(z;) et toute variable x; n’ap-
parait qu’une seule fois. Une instance I est valide si et seulement si V(z,v) € I,v € dom(z)

La fonction vars permet, dans le cas d’une instanciation /, d’y extraire un ensemble de variables tel

que vars(l) = {x |V(z,v) € I}.
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# Définition 14 (Projection d’une instanciation) }

Soit un ensemble de variables X et une instanciation I. La projection de I sur X, notée I[X],
est définie par I[X| = {(z,a)|(z,a) e I Nz € X}.

# Définition 15 (Instanciation satisfaisante/insatisfaisante) }

Une instanciation I couvre une contrainte c si et seulement si scp(c) C vars(7). Une instan-
ciation [ satisfait une contrainte c si et seulement si elle couvre c et que le tuple correspondant
a la projection de I sur scp(c) est un support dans c; on dit également que la contrainte ¢ est
satisfaite par /. A contrario, I’instanciation I ne satisfait pas la contrainte si elle couvre cette
contrainte et que le tuple correspondant a la projection de I sur scp(c) n’est pas autorisé par
c (on dit aussi de ce tuple qu’il est en conflit dans c¢); la contrainte est alors insatisfaite (ou
violée) par 1.

# Définition 16 (Instanciation localement cohérente) }

Une instanciation I est localement cohérente sur un réseau de contraintes P = (X,C) si
et seulement si I est valide et que toutes les contraintes couvertes par I sont satisfaites. Si
vars(l) = X, I correspond alors a une instanciation localement cohérente compléte, sinon
elle est partielle.

# Définition 17 (Solution d’une instance CSP) }

Une solution d’une instance CSP P est une instanciation localement cohérente complete sur
‘P. Autrement dit, cela correspond a 1’assignation d’une valeur a chaque variable de P telle
que toutes les contraintes de P sont satisfaites.

L’ensemble des solutions de P est noté S = sols(P). L’instance P est dite satisfaisable (ou cohé-
rente) si elle admet au moins une solution, ¢’est-a-dire, si S # (.

D’autres formes d’instanciations sont intéressantes a étudier lors du processus de résolution d’un
CSP.

# Définition 18 (Instanciation globalement incohérente) }

Une instanciation est globalement incohérente si elle ne peut pas étre étendue a une solution,
sinon elle est globalement cohérente. Une instanciation globalement incohérente est appelée
aussi nogood.

Identifier et enregistrer les nogoods permet généralement d’améliorer le processus d’exploration de
I’espace de recherche, plus spécifiquement quand les nogoods sont petits.
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# Définition 19 (Décision positive/négative) }

Soit P un réseau de contraintes et (z,a) un couple tel que =z € vars(P) et a € dom(z).
Laffectation z = a est appelée décision positive tandis que x # a est appelée décision
négative, ou réfutation.

A T’aide de la précédente définition, nous proposons une définition alternative pour décrire les no-
goods. Cette définition permet d’introduire plus simplement les nogoods extraits lors du redémarrage de
la recherche (section 1.3.3).

Définition 20 (Nogood [DECHTER 1990]) }

Un nogood est un ensemble de d décisions positives 9, de la forme A = {d1,...,d4}, globa-
lement incohérent.

Le probleme classique de satisfaction de contraintes consiste a déterminer si un réseau de contraintes
donné est satisfaisable en exhibant une solution le cas échéant. Décider si un CSP est satisfaisable est
un probleéme NP-complet [MACKWORTH 1977]. D’autres tiches combinatoires peuvent présenter un
intérét : énumérer ou compter 1’ensemble des solutions, calculer une solution optimale en fonction d’un
objectif donné, efc. Nous concluons cette partie par la définition de 1’'une d’entre elles : le probleme
d’optimisation sous contraintes.

# Définition 21 (Instance COP ) }

Une instance P du probleme (général) d’optimisation de contraintes (COP — Constraint Op-
timization Problem) est composée de :

— un ensemble fini de variables, noté X = vars(P);

— un ensemble fini de contraintes, noté C = ctrs(P), tel que Vc € C,scp(c) C X'

— une fonction objectif O = obj(X') devant étre maximisée ou minimisée.

Une instance COP peut étre interprétée comme une instance CSP a laquelle on associe une fonction
objectif. Cette fonction donne une valeur numérique a chacune des solutions de I’instance permettant
ainsi de quantifier sa qualité. L’ objectif est de trouver la solution maximisant ou minimisant cette fonc-
tion. Il s’agit, par exemple, d’une fonction maximisant (resp. minimisant) la somme ou le produit de
certaines variables (possiblement associées a des coefficients) du probleme.

# Définition 22 (Solution d’une instance COP) }

Une solution d’une instance COP ‘P correspond a une solution du probléme sous-jacent CSP.
Pour la minimisation (resp. maximisation), une solution optimale de P est une solution pour
laquelle la valeur objectif est inférieure ou égale (resp. supérieure ou égale) a la valeur de toute
autre solution.
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Un probleme d’optimisation se montre au moins aussi difficile qu’un probleme de décision; il ne
s’agit plus seulement de trouver une solution mais plutdt de trouver la meilleure solution selon la
contrainte objectif. Ainsi, le probleme d’optimisation s’inscrit dans la classe des problemes NP-difficiles.

Avant de conclure cette section, quelques notations supplémentaires décrivant un réseau de
contraintes sont proposées ci-apres.

# Notation 1 (n, e, oet ) }

Pour un réseau de contrainte P = (X, C), nous notons par :
— n le nombre de variables, n = |X|;
— e le nombre de contraintes, e = |C|;
— o lataille du plus grand domaine des différentes variables, 0 = max,¢y |dom(x)|;
— 7 la plus grande arité des différentes contraintes, r = max.cc |scp(x)|.

1.2.2 Exemple du probleme de coloration de carte

Le probléme de coloration de carte est un exemple connu et emprunté d’un probleme plus générique
— le probleme de coloration de graphe. Pour ce probleme, une carte plane découpée en régions est mise
a disposition. L’ objectif est de colorier chaque région de fagon a ce que deux régions adjacentes ne soient
pas coloriées de la méme couleur tout en minimisant le nombre de couleurs utilisées. Il est connu que
ce probléme est résolvable avec un maximum de quatre couleurs [WILSON & NASH 2003]. Sous ces
contraintes et afin d’illustrer ce probléme, nous proposons de colorer la carte d’un pays connu pour ses
fétes colorées : 1'Inde 2.

La carte vierge présentée dans la figure 1.1a, accompagnée d’une palette de quatre couleurs, est une
instance du probléme de coloration de carte. Nous présentons cette instances sous forme d’un réseau de
contraintes P = (X, C). Comme le montre la figure 1.1a, chaque région est considérée comme étant une
variable x,, ol « représente le nom simplifié de la région concernée. Chaque variable est composée d’un
domaine correspondant aux couleurs disponibles : {0, 1,2,3}. Chacune des valeurs de ces domaines
correspond a une couleur précise. De maniere plus formelle, les variables et leur domaine sont définis
comme suit :

X ={x4|a € regions}

ou regions représente I’ensemble des régions de la carte et

Vr € X,dom(x) = {0, 1,2, 3}.

Il suffit maintenant de décrire I’ensemble des contraintes binaires définissant chacune des paires
de régions adjacentes dont 1’assignation des variables correspondantes doit différer. Les contraintes ci-
dessous () interdisent a deux régions voisines de posséder la méme couleur. Elles sont représentées
sous forme de contraintes binaires en intention avec le prédicat d’inégalité # :

2. Holi, aussi appelée féte des couleurs, est une fé€te hindoue célébrant le printemps.
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Trois propositions d’instanciation sont proposées dans la figure 1.1 : deux cas conflictuels et une so-
lution au probléme. La figure 1.1b présente un conflit apres I’assignation de trois variables correspondant
a des régions adjacentes : deux d’entre elles sont assignées a la méme valeur et violent ainsi la contrainte
Trj 7 Typ. Le second cas conflictuel de la figure 1.1c correspond a I’impossibilité d’assigner la variable
x4 car chacune des valeurs disponibles dans son domaine crée un conflit chez 'une des contraintes
ayant x4 dans sa portée. Autrement dit, la région correspondant a la variable x4 est entourée de régions
coloriées par les quatre couleurs disponibles. Le dernier cas de la figure 1.1d correspond a une solution
de I’instance P ou toutes les variables sont assignées tout en respectant les contraintes.

Pour trouver une solution a ce probléme, nous avons eu besoin d’une recherche. Dans sa forme com-
plete, la recherche effectue une exploration exhaustive de I’espace de recherche. L’espace de recherche
correspond au produit cartésien des domaines des variables; ici, comme nous avons 34 variables et 4
valeurs par domaine, nous obtenons un espace de recherche dont la taille est de 434 (> 102%). L’énu-
mération de chaque instanciation compléte a tour de role et la vérification de chacune d’entre elles pour
déterminer si elle satisfait toutes les contraintes semblent étre assez inefficaces ; ¢’est une méthode appe-
1ée générer et tester. Dans la partie suivante, il est montré comment certains algorithmes d’inférence et
I’usage d’heuristiques permettent de réduire cette complexité en pratiquant une recherche moins naive.

Avant de conclure cette partie, nous proposons une instances COP de ce probléme sans la connais-
sance a priori que seules quatre couleurs sont nécessaires. Soit une instance COP P’ = (X’,C’, O)
composée d’un ensemble de variables semblable 2 la précédente instance X’ = X dont le domaine de
chacune d’elles differe en prenant autant de valeurs que de régions (variables) disponibles :

Vz € X' dom(z) = {0,1,...,n — 1}

ou n est le nombre de variables. Dans le pire cas, et sans connaissance du nombre de couleurs nécessaires
pour colorier cette carte, nous proposons autant de couleurs que de régions (c’est-a-dire, des domaines
aussi larges que le nombre de variables disponibles). Dans le cas de cette instance COP, une fonction
objectif est aussi définie pour minimiser le nombre de couleurs et ainsi permettre au solveur de trouver
une solution équivalente a celle proposée dans la figure 1.1d :

O =minimize(maximum(X”))

La fonction objectif essaye de minimiser la plus grande valeur assignée aux variables du probleme. La
contrainte max imum peut, par exemple, &tre remplacée par la contrainte card (cardinalité) retournant le
nombre de valeurs distinctes assignées aux variables X" ; cette valeur doit aussi étre minimisée. card est
plus générale et nécessaire si par exemple des contraintes unaires portent sur les variables. En définitif, la
soumission de cette instance a un solveur COP (©)) montre que les domaines se réduisent progressivement
a ceux de I’instance CSP précédente P et qu’une solution équivalente a celle proposée dans la figure 1.1d
est ainsi trouvée.
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(a) Carte vierge (b) Un premier cas conflictuel

(c) Un second cas conflictuel (d) Une solution au probleme

FIGURE 1.1 — Probléme de coloration de carte appliqué a la carte de 1I’'Inde []

1.3 Inférence et résolution

Comme mentionné dans la précédente section, la taille de I’espace de recherche d’une instance peut
croitre de maniere exponentielle et il est alors compliqué de tester I’ensemble des instanciations com-
pletes. C’est pourquoi, en programmation par contraintes, un mécanisme d’inférence (ou filtrage) est
appliqué afin de se rendre compte le plus tot possible qu'une instanciation partielle meéne a une inco-
hérence globale. Nous présentons ce principe permettant de filtrer le réseau de contraintes et évitant
de parcourir des zones inutiles. Il est ensuite proposé un algorithme générique permettant de parcourir
I’espace de recherche avec ce principe d’inférence et son implantation dans les solveurs modernes.
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1.3.1 Cohérence et propagation

Il existe différents niveaux d’inférence proposés par différents opérateurs de cohérences ¢. Ainsi,
pour un réseau de contraintes donné, il est possible d’obtenir différents niveaux de cohérence permettant
de filtrer plus ou moins largement 1’espace de recherche. La complexité temporelle croit en fonction du
niveau de cohérence appliqué. A travers la littérature, de nombreux opérateurs sont proposés [MACK-
WORTH 1977] dont I’arc-cohérence, la cohérence de chemin, la singleton arc-cohérence, etc. Dans cette
section, nous nous concentrons sur I’opérateur le plus utilisé dans les solveurs actuels : la cohérence
d’arc [MACKWORTH 1977].

Reprenant la notion de support (définition 12), la cohérence d’arc se définit comme suit :

# Définition 23 (Contrainte arc-cohérente) }

Une contrainte est dite arc-cohérente (AC) si et seulement si Va € scp(c),Va € dom(x), il
existe un support sur ¢ pour (x, a), i.e., un support 7 sur ¢ tel que 7[z] = a.

4 Définition 24 (Valeur arc-incohérente) }

Une valeur (z, a) est arc-incohérente pour une contrainte ¢ quand elle n’admet pas de support
sur c.

—| Définition 25 (Algorithme AC) |

Un algorithme AC, pour une contrainte ¢, est un algorithme qui supprime toutes les valeurs
qui sont arc-incohérentes sur c; on dit de cet algorithme qu’il force/établit I’ arc-cohérence sur
c.

Une fois la notion de cohérence d’arc définie pour les valeurs et les contraintes, son extension a
I’ensemble des contraintes du réseau se définit comme suit.

# Définition 26 (Réseau de contraintes AC) }

Un réseau de contraintes P est AC si et seulement si chacune des contraintes de P est AC.

— Définition 27 (AC-fermeture) |

Calculer la AC-fermeture sur un réseau de contraintes P est le fait de supprimer toutes les
valeurs arc-incohérentes de P.

L’ opérateur calculant la AC-fermeture d’un réseau de contraintes est appelé opérateur de filtrage
et est noté ¢. Dans un cadre général, de nombreuses implantations calculant 1’ AC-fermeture sont pro-
posées dans I’état de ’art, essayant de minimiser la complexité temporelle, telles que AC3 [MACK-
WORTH 1977], AC2001 [BESSIERE et al. 2005], etc. Le réseau de contraintes arc-cohérent obtenu est le
méme peu importe 1’algorithme sélectionné et 1’ordre suivi pour I’obtenir (unicité).
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1.3.2 Méthode de résolution

Pour un réseau de contraintes P, la méthode générer et tester — générant I’ensemble des instan-
ciations completes et vérifiant linéairement chacune d’elles — revient a une complexité temporelle en
O(o"er), ot O(x) correspond a une borne supérieure asymptotique en z. Une telle complexité n’est pas
acceptable en pratique. Dans cette partie, nous voyons comment remédier a cela en appliquant la pré-
cédente méthode de propagation a travers un algorithme de retour en arriére (backtracking algorithm)
permettant de parcourir I’espace de recherche tout en réduisant le cofit temporel.

La recherche avec retour en arriere est une méthode de recherche complete. Elle consiste en un
parcours en profondeur de I’arbre de recherche avec un mécanisme de retour en arriere et une succession
de décisions et de propagations. Il existe aussi des méthodes de recherche incompléte n’ assurant pas la
complétude de I’algorithme mais une efficacité parfois accrue pour trouver rapidement des solutions.

Pour ce type d’algorithme complet, il existe plusieurs manieres de parcourir 1’arbre de recherche.
L’une d’elles consiste en une recherche binaire. Chaque noeud de I’arbre est séparé en deux branches,
couvrant deux décisions complémentaires. Ces décisions complémentaires peuvent correspondre a I’as-
signation d’une valeur a une variable et la réfutation de cette derniére en la supprimant du domaine de
la variable, ou alors en scindant le domaine d’une variable. La recherche n’a pas pour obligation d’étre
binaire, d’autres algorithmes de retour en arriere emploient un branchage n-aire divisant chaque nceud de
recherche (correspondant a la sélection d’une variable) en autant de branches que de valeurs disponibles
dans le domaine de la variable sélectionnée.

En pratique, la méthode binaire avec assignation et réfutation est celle la plus utilisée dans les sol-
veurs modernes. L’algorithme 1 présente cette derniere avec I’application de 1’opérateur ¢ filtrant le
réseau de contraintes a chaque appel.

Algorithme 1 : recherche-binaire-p(P = (X,C) : CN)
1 P+« ¢(P)
si 3x € X', dom(x) = () alors

‘ retourner faux
fin

siVx € X, |dom(z)| = 1 alors

‘ retourner vrai
fin

B W N

wn

N &

®

sélection d’un couple variable/valeur (x, a) de P tel que |dom(z)| > 1
retourner recherche-binaire-p(P|,—,) \V recherche-binaire-p(P| z#a)

o

Lalgorithme 1 prend en parametre un réseau de contraintes P. En premier lieu, I’algorithme filtre le
réseau de contraintes en supprimant les valeurs incohérentes selon 1’opérateur ¢. La premiére condition
(lignes 2 a 4) vérifie si le domaine de ’'une des variables n’a pas été vidé par la précédente propagation.
Si tel est le cas, le Booléen faux est retourné et témoigne d’une assignation partielle globalement inco-
hérente. La seconde condition (lignes 5 a 7) vérifie si toutes les variables du réseau de contraintes sont
fixées, c’est-a-dire, que la taille du domaine de chaque variable est égale a 1. Si tel est le cas, une solu-
tion vient d’étre trouvée et le Booléen vrai est retourné. Enfin, les deux dernieres lignes de 1’algorithme
montre 1’opération de branchage. Dans un premier temps (ligne 8), 1’algorithme sélectionne une variable
non-fixée et une valeur de son domaine (z, a). Par la suite, nous verrons que ce processus est délégué a
des heuristiques (section 1.4). Une fois sélectionnée, ce couple permet I’appel récursif de 1’algorithme par
la disjonction recherche-binaire-¢(P|,—,) V recherche-binaire-¢(P|,,), ot P|s correspond au réseau
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de contraintes P restreint par la décision 4. La partie gauche correspond a 1’application de 1’assignation
de x a a sur le réseau de contraintes P. Si cet appel retourne faux, la partie droite de la disjonction est
appelée et applique 1’action complémentaire : la réfutation de a du domaine de x. Récursivement, I’algo-
rithme de recherche binaire parcourt exhaustivement 1’espace de recherche tout en évitant une récursivité
trop importante (c’est-a-dire, un arbre de recherche trop profond) grace a I’application de I’opérateur ¢
et la mise en évidence de solutions partielles globalement incohérentes.

De nouveau, il existe différentes implantations de 1’algorithme 1 dépendant de 1’opérateur de pro-
pagation. Par application de 1’opérateur d’ AC-fermeture, 1’algorithme de recherche binaire correspon-
dant s’appelle Maintien de la Cohérence d’Arc (MAC — Maintaining Arc Consistency) [SABIN &
FREUDER 1994]. D’autres implantations existent telles que Forward Checking (FC) [HARALICK & EL-
LIOTT 1980], Real Full Look-ahead (RFL) [NADEL 1988], efc.

Avant de décrire I’exemple présenté dans la figure 1.2, nous proposons quelques métriques inspirées
des définitions de 1’étude [ BESSIERE et al. 2004] et appliquées au parcours binaire tel que précédemment
présenté. Soit un arbre 7 produit par un algorithme A, type recherche-binaire-¢, pour résoudre un CSP
‘P. La métrique la plus englobante que nous présentons correspond aux nombres de nceuds parcourus par
I’algorithme.

Définition 28 (Nombre de nceuds) }

Le nombre de neeuds va correspondre a la taille de 1’arbre 7T, ¢’est-a-dire, le nombre d’appel a
A lors de la recherche binaire avec retour en arriere.

Il peut étre aussi intéressant de comptabiliser le nombre de fois ot I’algorithme retourne faux lors de
la vérification des domaines vides.

Définition 29 (Nombre de conflits) }

Le nombre de conflits correspond au nombre de nceuds pour lesquels la propagation a généré
un domaine vide pour I’une des variables.

Une autre mesure utile pour ce type d’algorithme est de compter le nombre de retours en arriere.

Définition 30 (Nombre de retours en arriere) }

Le nombre de retours en arriere correspond au nombre de nceuds menant a une instanciation
globalement incohérente.

Le nombre de mauvaises décisions est une autre mesure intéressante.

Définition 31 (Nombre de mauvaises décisions) }

Le nombre de mauvaises décisions compte le nombre de fois ou une décision est prise au cours
de la recherche, sauf si ce choix conduit finalement a une solution.
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FIGURE 1.2 — Exemple d’exécution générique de recherche-binaire-¢(P)

% Exemple 8

Sur la figure 1.2, un arbre 7 produit par un algorithme A (type recherche-binaire-¢) est re-
présenté, tentant de résoudre une instance CSP P = (X,C) ou X = {z,y, 2} et dom(z) =
dom(y) = dom(z) = {a, b, c}. A sélectionne séquentiellement les couples variable/valeur dans
I’ordre dans lequel ils ont été définis (ordre lexicographique, voir section 1.4). Ainsi, nous ob-
servons que 7 est un arbre binaire ol chaque nceud non-terminal (nceud noir) est composé de
deux branches représentant 1’assignation et la réfutation du couple de variable/valeur sélec-
tionné.
Chaque nceud représente un appel a A :
— un neceud noir représente une exécution complete de A accompagnée du branchement
(ligne 9 de I’algorithme 1);
— un nceud rouge représente un conflit ayant provoqué un retour en arriere jusqu’au
nceud parent;
— un nceud vert correspond a une solution.
Une assignation grisée correspond a 1’assignation triviale d’une variable avec la valeur de son
domaine singleton. Les autres assignations correspondent a des décisions. Enfin, les décisions
en rouge sont de mauvaises décisions.
Pour résumer, 1’arbre 7 est composé de 14 nceuds, 5 conflits, 7 retours en arriere et 7 décisions
dont 5 mauvaises décisions.
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1.3.3 Redémarrage

Les solveurs de contraintes modernes sont équipés d’une fonction de redémarrage de la recherche
permettant de répondre au phénomene de queue longue (heavy-tailed behavior). Ce phénomene cor-
respond a une perte importante de temps de recherche dans des impasses (notamment sur les instances
aléatoires et les instances réelles [GOMES et al. 2000]). Les premieres décisions sont primordiales pour
obtenir des conflits le plus tot possible afin d’éviter que de mauvaises décisions prises en début de re-
cherche viennent agrandir inutilement 1’arbre de recherche. Certaines heuristiques apprennent et réor-
donnent dynamiquement le choix des variables sur lesquelles branchées, c’est pourquoi il est notamment
utile de reprendre régulierement la recherche depuis la racine de I’arbre. Cette fonction correspond a
I'application restart : N* — N7, ol restart(t) est le nombre maximal d’étapes pouvant étre effec-
tuées par 1’algorithme de retour en arriere lors de la t€éme exécution. Un solveur de contraintes, équipé
de la procédure MAC et d’une stratégie de redémarrage restart, construit une séquence d’arbres de
recherche binaires (77, 72, . . .), ou T; est ’arbre de recherche exploré par MAC a I’exécution ¢.

Le cutoff, qui est le nombre d’étapes autorisées dans une exécution, peut étre défini par le nombre de
retours en arriere, le nombre de mauvaises décisions, ou toute autre mesure pertinente.

Dans une stratégie de redémarrage a cutoff fixe, le nombre 7" de runs est fixé al’avance, et restart(t)
est constant pour chaque run t, sauf pour le T'eme run qui autorise un nombre illimité d’étapes (afin de
conserver un algorithme complet). Cette stratégie est connue pour €tre efficace en pratique [GOMES et
al. 1998], mais une bonne valeur de cutoff restart(t) doit étre trouvée par essais et erreurs. Alternati-
vement, dans une stratégie de redémarrage a cutoff dynamique, le nombre T' de runs est inconnu, mais
restart augmente le curoff géométriquement [SORENSSON & EEN 2005], ce qui garantit que 1’espace
entier des instanciations est exploré apreés un nombre polynomial de runs. Plusieurs fonctions de cutoff
sont couramment utilisées ol le nombre d’étapes par run est donné par v X l;, oll w est une constante
fixée par le solveur et [, la suite utilisée.

l; = exp(t) = 271

Cette premicre équation correspond a la classique fonction exponentielle exp (en base 2) garantissant
que I’espace de recherche est entierement exploré apres O(n) exécutions.

2k—1, if ¢ = MEFD

ly = rexp(t) = k(k41) 2
®) D T

(k+1)(k+2)
’ 2
Dérivée de la fonction exponentielle, rexp correspond a une suite de exp régulierement réinitialisée.
Les premiéres valeurs de cette séquence sont : 1,1,2,1,2 4, .. .. Pour cette suite, I’espace de recherche
est garanti d’étre exhaustivement exploré aprés O(n?) runs.

gk—1, ift=2F_—1
ly = luby(t) = { luby(t — 214 1), if2kl<t<2F 1

Une autre suite, couramment utilisée dans les politiques de redémarrage, est la suite de Luby [LUBY
et al. 1993]. Les premieres valeurs de la suite de luby sont : 1,1,2,1,1,2,4,.... Pour cette derniere
suite, 1’espace de recherche est garanti d’étre exhaustivement exploré apres O(2") runs.

Il est important de noter que méme si le solveur recommence depuis le début, il peut mémoriser
certaines informations pertinentes sur la séquence (71, 72, . .., T;—1) telles que des nogoods afin d’éviter
un passage inutile dans la méme portion de 1’espace de recherche entre deux rumns.

Afin d’exprimer plus précisément la création de ces nogoods de fin de run, nous reprenons la défini-
tion 20 donnant I’intuition de ce qu’est un nogood et définissons le principe de ces nogoods produits lors
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de la fin d’un run, appelés nld-nogoods (Negative Last Decision Nogoods). Avant ceci, voyons ce que
sont les nld-sous-séquences identifiant ces nogoods et dans une dernie¢re définition, leur version réduite.

4 Définition 32 (nld-sous-séquence) }

Soit ¥ = (d1,...,0;,...,0n) une séquence de décisions ol J; est une décision négative. La
séquence (01, . .., 0;) est appelée nld-sous-séquence de 3. Les décisions précédant ¢; peuvent
étre positives ou négatives.

Les ensemble de décisions positives et négatives de X sont respectivement notés pos(2) et neg(X).

—| Définition 33 (nld-nogood) |

Soit P un réseau de contraintes et X une séquence de décisions prises sur une branche
de I’arbre de recherche menant & un sous-arbre incohérent. Pour toute nld-sous-séquence
(01,...,0;) de X, ’ensemble A = (d1,...,d;—1, ;) est un nogood de P appelé nld-nogood
(a chaque décision négative de I’arbre de recherche, un nld-nogood peut €tre extrait).

—| Définition 34 (nld-nogood réduit [LECOUTRE ef al. 2007]) |

Soit P un réseau de contraintes et > une séquence de décisions prises sur une branche de
I’arbre de recherche. Pour toute nld-sous-séquence ¥’ = (d1,...,d;) de X, 'ensemble A =
pos(X’) U {d;} est un nogood de P appelé nld-nogood réduit.

Par la suite, nous considérons que la mention de nogood correspond en fait a nld-nogood réduit.

Afin de ne pas pénaliser le solveur dans I’extraction de nogoods, nous remarquons que tous les
nogoods extraits de la derniere branche d’un arbre de recherche subsument tous les nogoods extraits des
branches précédemment explorées dans cet arbre.

% Exemple 9

Afin d’illustrer I’extraction de nld-nogoods réduits au redémarrage de la recherche lors de la
fin d’un run, nous reprenons I’exemple d’arbre de la figure 1.2, fixons un cutoff de 12 noeuds
et obtenons la figure 1.3.
La derniere branche de cet arbre de recherche est ¥ = {x # a,z # b,y = a,z # a} ou 3
nld-nogoods réduits sont extraits :

— Al = {:E = a}

- Ag:{y:a,z:a}
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FIGURE 1.3 — Arbre illustrant le redémarrage de la recherche avec un cutoff fixé a 12 nceuds

1.4 Heuristiques de branchement

Dans cette quéte visant a réduire la taille de 1’arbre explorant 1’espace de recherche, le mécanisme
sélectionnant le prochain couple variable/valeur (z, a), grice auquel brancher, est important. Pour cela, le
précédent algorithme peut faire appel a des heuristiques sélectionnant ce couple. Quand trouver le parfait
ordonnancement des variables et des valeurs est une tiche au moins aussi compliquée que de résoudre le
CSP/COP lui-méme [LIBERATORE 2000], les heuristiques sont une méthode de sélection sous-optimale
permettant un choix approximatif, selon une philosophie qui lui est propre, et restant plus efficace que le
choix aléatoire.

Dans notre cas, le but d’une heuristique est la minimisation de la taille de 1’arbre de recherche. Il
est important de savoir que 1’ordre dans lequel les variables sont assignées est un élément clé. ’usage
d’une heuristique plutoét qu’une autre peut mener a une différence drastique en terme d’efficacité et de
robustesse de I’algorithme.

Pour chaque élément du couple (x, a) une heuristique spécifique est utilisée : une premiere heuris-
tique est sollicitée afin d’ordonner les variables, et est associée a une seconde heuristique ordonnant les
valeurs a sélectionner dans le domaine de la variable sélectionnée.

Une philosophie communément suivie lors de la création d’heuristiques pour ce type de recherche
combinatoire est « Pour réussir, essaie en premier l1a ou tu as le plus de chance de faillir. » [HARALICK
& ELLIOTT 1980], aussi nommée le principe du fail-first [SMITH & GRANT 1998]. Cette citation est en
lien direct avec le choix crucial des premieres variables a assigner : il faut que celles-ci appartiennent a
la partie compliquée du probléme afin d’amener une détection rapide de 1’incohérence (détectée par arc-
cohérence) et le plus haut possible dans I’arbre de recherche — évitant ainsi un déploiement trop large de
ce dernier. Plus en lien avec les heuristiques de choix de valeur et afin de trouver rapidement une solution,
il est préférable d’ affecter la premiere valeur permettant d’amener au plus vite a une solution. De maniere
globale, le choix minutieux du couple d’heuristiques sélectionnant le couple de variable et valeur (z, a)
lors d’une recherche avec retour en arriere est particulicrement important quant a la réduction de I’arbre
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de recherche.
Les deux sections suivantes décrivent les deux familles d’heuristiques présentes au sein des solveurs
modernes.

1.4.1 Choix de variable

Dans I’exécution classique d’un solveur, I’heuristique de choix de variable est appelée en premier lieu
pour choisir la prochaine variable sur laquelle brancher. Une heuristique associe a chacune des variables
du probléme un score calculé statiquement, dynamiquement ou de facon adaptative — représentant les
trois grandes catégories d’heuristique de choix de variable. Selon la philosophie associée a cette heuris-
tique et au score attribué a chacune des variables, celle-ci choisit la variable maximisant ou minimisant
les scores tout en omettant les variables déja fixées. A travers les trois prochaines sections, les trois
catégories d’heuristiques de choix de variable sont décrites.

Heuristiques statiques

Les heuristiques statiques associent un score a chaque variable dés le début de la recherche. Ce score
reste statique tout au long de la recherche. Ci-apres, nous énumérons les heuristiques statiques les plus
connues.

rand rand choisit aléatoirement la variable suivante sur laquelle brancher.

lex lex sélectionne la variable minimisant le rang de son emplacement lexicographique. Autrement
dit, il s’agit de la sélection de la premiere variable libre en partant de 1’ordre dans lequel les variables ap-
paraissent dans la description de I’instance. Cette heuristique peut se montrer efficace si 1’ordre proposé
lors de la modélisation de I’instance est minutieusement choisi.

deg deg sélectionne la variable maximisant le score défini par son degré, c’est-a-dire, le nombre de
contraintes ou la variable est impliquée. Intuitivement, plus une variable est contrainte plus son assigna-
tion risque de provoquer un grand impact dans I’espace de recherche, voire de créer un conflit.

Heuristiques dynamiques

Les heuristiques dynamiques prennent en compte la dynamicité du réseau de contraintes. En effet, a
chaque nceud de recherche, 1’assignation de variables et le filtrage des domaines changent continuelle-
ment I’état du réseau de contraintes. Ainsi, a chaque état du réseau, il semble judicieux que I’heuristique
reconsidere le score associé a chaque variable.

dom dom sélectionne la variable minimisant le score défini comme la taille de son domaine courant
(existe aussi dans une version statique ou le domaine initial est considéré). L’intuition derriere cette
heuristique est que la falsification d’une valeur provenant d’un petit domaine a un plus grand impact sur
la réduction de I’espace de recherche que sur un domaine plus grand.

ddeg ddeg sélectionne la variable maximisant le score égale a son degré dynamique, c’est-a-dire, le
nombre de contraintes ou la variable est impliquée et pour laquelle il existe une autre variable non-fixée.
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Heuristiques adaptatives

Enfin, il existe les heuristiques adaptatives qui, en plus d’utiliser I’état courant des variables et du
réseau de contraintes, prennent aussi en compte 1’historique. Afin d’illustrer plus simplement ces heu-
ristiques dont la complexité temporelle et spatiale augmente au méme titre que leur robustesse, nous
proposons une interface composée de plusieurs méthodes retragant le cycle de vie de ces heuristiques au
sein d’un solveur :

INIT() : avant que ne démarre la phase d’exploration par le solveur (c’est-a-dire que le solveur
n’entame sa série de runs), ’heuristique de choix de variable initialise ses structures par le biais
de cette fonction;

AVANTRUN() : a chaque début de run, cette fonction permet la mise-a-jour des différents para-
metres ou scores de I’heuristique ;

APRESCONFLIT(c) : pendant le run courant, le solveur peut rencontrer des conflits (lorsque le do-
maine d’une variable est vidé lors de 1’appel d’un algorithme de filtrage sur I’une des contraintes).
A chaque conflit, la fonction APRESCONFLIT est appelée avec la contrainte ¢ ayant causé le
conflit;

APRESASSIGNATION(Pg,, Pqp) : apres chaque assignation produite par le solveur, cette fonc-
tion est appelée avec 1’état du réseau de contraintes P, avant 1’assignation et I’état du réseau
de contraintes apres assignation et propagation Pg,. Plus précisément, au fur et a mesure que
la recherche progresse (suppression de valeurs des domaines, assignation, propagation, efc.) le
réseau s’en retrouve modifié, ¢’est pourquoi nous parlons d’état du réseau de contraintes ;
SCORE(X) : cette fonction est appelée (sur toutes les variables non-fixées) lors de la sélection de
la prochaine variable & assigner par 1’heuristique. D’un point de vue global, le solveur cherche a
identifier la variable dont le score est maximal (ou minimal) : max,cyx SCORE(z).

L’interface maintenant définie, la description de chacune des heuristiques adaptatives peut étre don-
née. Si nous considérons cette interface pour les précédentes heuristiques, seule la méthode SCORE est
instanciée donnant directement I’information statique ou dynamique.

Heuristique I : abs(P = (X,C) : CN)

1 Méthode 1n1T () ¢

2
3
4
5

pour chaque x € X faire
‘ wge +— 0

fin

a < 0.999

6 Méthode AvANTRUN () :

Aucune opération

7 Méthode APRESCONFLIT (c) ¢

Aucune opération

8 Méthode APRESASSTGNATION (Pay, Pap) ¢

w

14 ‘

pour chaque z € fut(vars(P,.)) faire
(A :ﬂ-dom(mpap)gdom(mpav)
Wg — Wy X ¥+ 17

fin

Méthode scorE (x) :

retourner w,

Les deux premieres heuristiques, abs [MICHEL & HENTENRYCK 2012] et ibs [REFALO 2004], se
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focalisent essentiellement sur le changement d’état du réseau de contraintes avant et apres 1’assignation
(et la propagation) de variable pour mettre a jour et pondérer leurs variables. Les deux heuristiques
suivantes (wdeg "t 72004 et wdeg®P®) se concentrent sur les conflits occasionnés lors de la recherche
pour mettre a jour la pondération des variables par le biais de la pondération des contraintes. Dans le
but d’uniformiser les notations a travers I’ensemble des heuristiques adaptatives présentées, certaines
descriptions different de leurs explications originelles mais conservent le comportement attendu.

abs et ibs Ces deux premiéres heuristiques basent la mise-a-jour progressive de la pondération des
variables grace a I’étude de 1’assignation et de la propagation de cette action a travers le réseau de
contraintes.

La premiére heuristique présentée par I’heuristique I, albs (Activity-Based Search) [MICHEL & HEN-
TENRYCK 2012], nécessite I'initialisation des variables w, a 0 pour chacune des variables du réseau de
contraintes et d’un parametre o permettant I’affaiblissement de ces poids au fur et 2 mesure de la re-
cherche. « est empiriquement initialisée a 0.999 selon I’étude [MICHEL & HENTENRYCK 2012]. La
méthode APRESASSIGNATION est instanciée afin de récupérer 1’information nécessaire pour mettre a
jour la pondération des variables de I’heuristique : a chaque nouvelle assignation, chaque future variable
donnée par la fonction fut(X') est mise a jour avec une récompense r égale a 1 si son domaine a changé
apres propagation de I’assignation, 0 sinon. Le poids de cette variable est mise a jour en affaiblissant le
précédent poids par « et en ajoutant la récompense r. La méthode SCORE retourne simplement le poids
w, de la variable x.

Dans I’article [MICHEL & HENTENRYCK 2012], les poids w, ne sont pas initialisés a 0 mais a une
valeur calculée lors de runs préliminaires permettant de sonder le réseau de contraintes. Ce comporte-
ment est détaillé dans la section suivante. Cette heuristique peut €tre utilisée conjointement avec une
heuristique de choix de valeur de méme nature que nous décrivons plus bas.

Heuristique IT : ibs(P = (X,C) : CN)
1 Méthode 11T () :

2 pour chaque z € X faire
3 | wa 0

4 fin

5 a<T/8

6 Méthode rvANTRUN () :
‘ Aucune opération

7 Méthode APRESCONFLIT (C) ¢
‘ Aucune opération

8 Méthode APRESASSIGNATION (Pyy, Pap) ¢

size(Pap)
9 e 1— size(Pav)
10 Wy — Wy X a+71x(1—a)

2

11 Méthode scorE (x) :
12 ‘ retourner w,

ibs (Impact-Based Search) [REFALO 2004] telle qu’implantée dans [MICHEL & HENTEN-
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N

RYCK 2012, PERRON 2010] posséde une structure semblable a abs avec un tableau conservant
la pondération de chacune de ses variables et un parametre o permettant 1’affaiblissement de cette
pondération. La méthode APRESASSIGNATION est instanciée et présente comment ibs met a jour la
pondération de ses variables : apres chaque assignation et propagation de cette action, une récompense
r est composée et attribuée a © — la variable assignée. r correspond a I’impact qu’a eu 1’assignation
sur la réduction de la taille du réseau de contraintes : il s’agit du complément a 1 du ratio entre la taille
actuelle du réseau size(P,,) et la précédente taille du réseau size(P,,). Le poids de z est actualisée
en affaiblissant sa pondération actuelle par « et en ajoutant la récompense avec un poids de 1 — «.

Au méme titre qu’abs, ibs propose une initialisation des poids w, par un sondage du réseau de
contraintes, et fonctionne aussi conjointement avec une heuristique de choix de valeur que nous décrivons
plus bas.

unit-2004 chs

wdeg et wdeg Chacune de ces heuristiques est basée sur une forme de pondération, et
est donc notée wdeg (Weighted DEGree) en suivant I’appellation choisie initialement [BOUSSEMART
et al. 2004]. Les différentes variantes de cette famille d’heuristiques sont alors identifiées par un terme
placé en exposant, comme par exemple dans wdeg®". I est également possible d’utiliser dom/wdeg a
la place de wdeg comme base de calcul ; cela sera défini un peu plus loin.

wdegintt-2004 egt I’heuristique originelle de la famille wdeg. Comme structure de données, cette
heuristique n’a besoin que d’une variable w, par contrainte ¢ pour enregistrer la pondération de celle-ci.
A chaque conflit issu d’une contrainte ¢ (lors du processus de filtrage par celle-ci), cette variable, qui sert
simplement de compteur, est incrémentée de 1 (unit dans I'intitulé faisant référence a une incrémentation
unitaire). Ainsi, le score d’une variable x, selon wdeg®?**~20%4 correspond a la somme du poids des
contraintes ayant strictement plus d’une variable non-fixée.

Heuristique III : wdeg""'t20%4(P = (X, C) : CN)
1 Méthode 1n1T () :

2 pour chaque c € C faire

3 we 0

4 fin

5 Méthode rvaNTRUN () :
‘ Aucune opération

6 Méthode rPRESCONFLIT (C)
7 r<1
8 We < We + 71

9 Méthode APRESASSIGNATION (Pgy, Pap) ¢
‘ Aucune opération

10 Méthode scorE (x) :
1 ‘ retourner ZcGC:szcp(c)/\|fut(c)|>1 We

Il est & noter que pour la neutralité des expériences de ce manuscrit, les variables w,. des heuristiques
wdegiit72004 et wdeg©PS sont initialisées a 0 ; respectivement, dans leurs implantations d’origine, ces
heuristiques initient ces variables a 1 et 1074,
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En plus des variables w., comme pour wdeg*+t2004 "une variable ¢, pour chaque contrainte ¢

et correspondant au temps du dernier conflit impliquant la contrainte c est introduite pour 1’heuristique
wdeg®hs [HABET & TERRIOUX 2021] : le temps correspond ici a un compteur de conflits et non a une
horloge effective. Par la suite, time est introduit et correspond au temps du dernier conflit du solveur :
time = max.cc t.. Le tableau ¢ sert par la suite a différencier les contraintes entrant souvent en conflit.
La fonction AVANTRUN est utilisée dans I’implantation de wdeg®"® afin d’affaiblir la pondération des
contraintes en fonction du temps depuis lequel elle n’est pas entrée en conflit : plus ce temps est im-
portant, plus I’affaiblissement du score I’est aussi. Une variable « initialisée a 1/10 et évoluant au cours
des conflits est introduite afin de donner plus ou moins d’importance au score donné a une variable lors
d’un conflit. La fonction APRESCONELIT reprend ce principe de temps depuis lequel la contrainte a subi
son dernier conflit pour calculer I'incrément : 7 = fm———. La parametre « est mis a jour a chaque
conflit : o - max(6/100, & — 1079). Plus le nombre de conflits est important, plus « s’affaiblit et plus
I’historique de la pondération de la contrainte ¢ sera conservé : w. = (1 — a)) X w. + a X r. Autrement
dit, dans les premiers conflits du run, les incréments ont un impact plus grand sur la pondération des
contraintes. Enfin, . est mis a jour en lui attribuant la valeur du dernier conflit. Les constantes de cette
heuristique ont été calculées empiriquement dans 1’étude [CHERIF et al. 2020b] se basant sur des travaux
d’une heuristique de branchement pour les solveurs SAT [LIANG et al. 2016].

Heuristique IV : wdeg®s(P = (X,C) : CN)
1 Méthode 1n1T () :

2 time <— 0

3 pour chaque ¢ € C faire

4 we < 0

5 te <+ 0

6 fin

7 Méthode AvaNTRUN () @

8 pour chaque ¢ € C faire

9 | | we < wex 0.995%me e
10 fin

1 a < 1/10

12 Méthode APRESCONFLIT (C)
13 74— 1

time—to+1
14 o + max(6/100, o — 1079)
15 we (1 —a) xwe+axr
16 time < time + 1
17 t. < time

18 Méthode APRESASSIGNATION (Pyy, Poap) *
‘ Aucune opération

19 Méthode scorE (x) :

20 ‘ retourner Zcé:xéscp(c)/\|fut(c)\>1 We
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Agrégation et Tie-break

En cas de meilleurs scores identiques, il existe des mécanismes subsidiaires permettant de discri-
miner plus finement les variables. Une heuristique est notée h. Un premier mécanisme, communément
utilisé, correspond a I’agrégation d’heuristiques. Une agrégation couramment utilisée est, par exemple,
dom/ddeg [BESSIERE & REGIN 1996], choisissant la variable minimisant le score d’une variable as-
socié au ratio de la taille du domaine courant divisé par le degré dynamique de cette variable, ou encore
dom/wdeg étant la meilleure variante proposée dans [BOUSSEMART et al. 2004]. Les deux précédents
exemples utilisent I’opérateur de division, dont la forme plus générale est i1 o ho, mais il est aussi pos-
sible d’additionner, soustraire et multiplier deux ou plusieurs heuristiques entre elles, formant ainsi une
nouvelle heuristique.

Outre I’agrégation pour affiner le score d’une variable, il est aussi possible de demander a une heu-
ristique indépendante hy de discriminer des variables aux scores identiques d’une heuristique h; —
nous parlons dans ce cas de tie-break. Cette heuristique peut étre arbitraire; basée sur un générateur
aléatoire (rand), sur I’ordre lexicographique du nom des variables (1ex), ou encore deg. Plus généra-
lement, m heuristiques peuvent étre chainées en cas d’égalités consécutives et sont décrites comme suit :
hy > --- > hy, ol h; délegue le choix entre les variables de I’ensemble X; a h; 11 en cas d’égalité.

Ci-apres, nous décrivons quelques mécanismes supplémentaires pouvant servir d’agrégation ou de
tie-break.

absprop  Par défaut en association avec I'heuristique abs, absp.op (Activity-Based Search Probing)
est un mécanisme exécutant des runs préliminaires parcourant aléatoirement I’espace de recherche en
sélectionnant uniformément les couples de variable/valeur et appliquant le principe de mise-a-jour de
I’heuristique abs apres chaque assignation dans le but d’obtenir une premiere pondération des va-
riables. L’heuristique complete, telle que décrite dans [MICHEL & HENTENRYCK 2012], se nomme
ici abspropn + abs/dom.

ibsprop Dans cette méme idée, ibsy o (Impact-Based Search Probing) propose un mécanisme pon-
dérant chacune de ses variables en testant, de fagcon indépendante, I’impact qu’a chacune des assignations
(puis propagation) de 1’ensemble des paires variable/valeur du réseau de contraintes — soit O(nd) opé-
rations. L’heuristique de choix de variable présentée dans [REFALO 2004] se nomme ici ibspron +ibs.

1lc 1c (last-conflict) [LECOUTRE et al. 2006] est une maniere paresseuse de simuler des retours en ar-
riere intelligents, en retenant les k derniers conflits produits par le solveur. Ainsi, un poids de k est donné
a la derniére variable entrée en conflit, puis £ — 1 pour I’avant-derniére, . . ., et un poids égale a 0 pour
les variables n’étant pas concernées par les k derniers conflits. Cette heuristique complémentaire, utilisée
conjointement avec une autre, sélectionne la variable maximisant ses scores et qui, en cas d’égalité (pour
les variables pondérées a 0), délegue a I’heuristique associée correspondant au schéma du tie-breaking :
h1 > ho ou hy correspond a 1c.

1.4.2 Choix de valeur

La description des heuristiques de choix de valeur est plus sommaire car il s’avere que ['une des
heuristiques les plus basiques de cette famille semble le mieux fonctionner en pratique : par exemple,
I’heuristique sélectionnant la premiere valeur du domaine min-dom. Une raison pour laquelle ce type
d’heuristiques de choix de valeur rend le solveur plus robuste est en lien avec leur staticité. Ainsi, 1’heu-
ristique de choix de variables se base sur la staticité du choix de la valeur des variables afin d’étre
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efficacement adaptative dans 1’ordonnancement de ses variables. Plus basiquement, il existe aussi une
heuristique choisissant aléatoirement la valeur a affecter a une variable donnée : randval.

En association avec les heuristiques de choix de variable ibs et abs, celles-ci peuvent étendre leur
architecture afin de mesurer plus finement I’activité et I’impact non seulement a 1’échelle de la variable,
mais a I’échelle de I’ensemble des couples variable/valeur du réseau de contraintes. Ainsi, quatre nou-
velles heuristiques de choix de valeur apparaissent et sont nommées : min—-impact, max—-impact,
min-activityetmax-activity. Pour ces précédentes heuristiques, min—«* permettent de se rap-
procher du principe de valeur prometteuse et max—» du principe de fail-first.

1.5 Conclusion

Dans ce premier chapitre, nous avons introduit le concept de probleme de satisfaction de contraintes,
le réseau de contraintes sous-jacent et I’ensemble de ses composants. En extension de ce probleme, nous
avons aussi introduit le probleme d’optimisation sous contraintes. La résolution naive de ce type de
probleme étant exclue, les solveurs modernes embarquent des mécanismes d’inférence, heuristiques et
de redémarrage permettant une recherche bien plus efficace en pratique.

Malgré I’ambition d’alléger autant que possible la charge cognitive de I’ utilisateur optant pour la pro-
grammation par contraintes, la réalité est différente. Les solveurs de contraintes modernes étant équipés
de divers composants, le réglage minutieux peut augmenter considérablement leur efficacité. Parmi ces
composants, I’heuristique de choix de variable occupe une place centrale dans la recherche avec retour
en arriere en ordonnant les variables a visiter dans 1’arbre de recherche. Le choix de la bonne heuristique,
pour un réseau de contraintes donné, peut affecter considérablement le temps de résolution, puisque dif-
férentes heuristiques peuvent conduire a des arbres de recherche entierement différents. Dans ce but,
plusieurs heuristiques ont été proposées et analysées pour ordonnancer les variables. Par conséquent, la
question qui se pose est la suivante : étant donné une instance de CSP et un ensemble d’heuristiques
de choix de variable disponibles dans le solveur, quelle heuristique est la meilleure pour résoudre I’ins-
tance ? Comme nous le verrons dans le chapitre 3 aucune heuristique existante ne s’avere optimale pour
toutes les instances de CSP possibles. Trouver la bonne heuristique pour la tiche & accomplir n’est pas
un exercice simple, sauf peut-&tre pour un expert.
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Chapitre 2

Probleme du Bandit Multi-Bras
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2.1 Introduction et généralité

Dans ce chapitre, nous nous intéressons a I’apprentissage par renforcement. 1l s’agit de I’un des trois
paradigmes de base de I’apprentissage automatique, avec 1’ apprentissage supervisé et I’apprentissage
non supervisé. Ce domaine s’intéresse a la manicre dont un agent, dit autonome, apprend de ses actions
grice 2 des expériences menées dans son environnement. A chaque expérience, 1’agent choisit une action
en fonction de son état et I’environnement lui attribue une récompense quantitative (positive ou négative).
Ainsi, a travers les expériences et les récompenses associées, I’agent cherche & optimiser sa politique en
maximisant la somme de ses récompenses.

Plus précisément, nous étudions dans ce chapitre le cas ol I’agent se retrouve dans un seul et méme
état ou il doit déterminer 1’action qui lui est la plus profitable : le probleme du bandit multi-bras [ GIT-
TINS 1989, LATTIMORE & SZEPESVARI 2020] (MAB — Multi-Armed Bandit) illustre ce dilemme. Cet
intitulé est inspiré du bandit manchot, une autre dénomination des machines a sous. Dans le cas ou
un joueur (agent) fait face a un ensemble de ces bandits manchots (actions ou bras), dont la probabi-
lité de gain est fixe mais inconnue du joueur, celui-ci fait face au dilemme exploration-exploitation de
ces machines afin de maximiser son gain sur une séquence de jeux. Il s’agit de rechercher un équilibre
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entre I’exploration de I’environnement — afin de trouver des actions profitables, tout en exploitant le plus
souvent possible la, supposée, meilleure action.

Plus formellement, le probleme général du MAB peut se définir comme un jeu entre un joueur et
I’environnement considéré comme son adversaire. L’ algorithme 2 décrit une abstraction de politique
répondant au probleme du bandit. A chaque tour ¢ € [T'] = {1, ..., T} ot T correspond a I’ horizon (c’est-
a-dire, le nombre total de tours), le joueur choisit une action i; € [K] = {1, ..., K} ou K est le nombre
d’actions disponibles (ligne 2). Simultanément, I’environnement choisit une fonction de récompense
R: : [T] — R (ligne 3) depuis R, ’ensemble des fonctions de récompense. Ensuite, le joueur recoit
le feedback R (i;) (ligne 4) pouvant étre une récompense ou une punition. Par la suite, nous utilisons
le terme récompense concernant le feedback du joueur. Il s’agit d’un jeu a somme nulle ou le joueur
essaye de maximiser la somme des récompenses R, (i;) par le choix de ses actions i; a chaque tour ¢
et ot ’adversaire tente de minimiser la somme des punitions —R(i;) par le choix d’une fonction de
récompense. Il est a préciser que pour le choix d’un méme couple action et fonction de récompense lors
de deux tours distincts, la récompense n’est pas nécessairement la méme : le tirage des récompenses se
fait depuis une variable aléatoire suivant une distribution bien précise mais inconnue du joueur.

Algorithme 2 : abstraction-bandit(X : actions)

1 pour chaque ¢ allant de 1 a T faire
2 Choix de i; € [K]

3 L’environnement choisit R; € R
4 Observation du feedback R(it)

5 fin

A travers cette introduction, nous formalisons ce qu’est le probléme du bandit multi-bras. Par la suite,
nous proposons différentes politiques B répondant a ce dilemme exploration-exploitation et introduisons
le principe de regret. Puis, nous présentons deux applications de ces politiques sur des problémes réels et
académiques. Enfin, nous présentons des paradigmes dérivés de ce principe d’exploration-exploitation.

2.2 Politiques d’exploration-exploitation

Dans cette partie, nous introduisons le principe de regret afin de quantifier I’efficacité d’une poli-
tique de bandit . Ensuite, nous proposons différentes politiques répondant au dilemme d’exploration-
exploitation du probleme de bandit multi-bras. Afin de faciliter I’expression des algorithmes que nous
présentons dans les prochains chapitres, une interface est proposée pour décrire ces politiques :

— INITg() : méthode initialisant la structure du bandit 3 ;
— SELECTg(t) : retourne 1’action sélectionnée pour le tour ¢ du bandit 5;
— MAIJB(R:) : mise a jour du bandit B avec la fonction de récompense associée au tour ¢.

Cette interface présente les bandits avec leurs notations mathématiques usuelles. En pratique, I'im-
plantation de ces algorithmes est simplifiable. Ci-apres, nous présentons les principales notations et leur
description.

3. Par abus de langage, nous appelons aussi bandit une politique répondant au probleéme du bandit multi-bras.
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# Notation 2

— K est le nombre total de bras/actions disponibles ;

— T est le nombre total de tours (horizon);

— R est ’ensemble des fonctions de récompense ;

— R4(7) est la récompense du choix i avec la fonction de récompense R; au tour ¢

— n4(7) est le nombre de fois ol 1’action 7 est sélectionnée durant les ¢ premiers tours;

— Ry (i) est la moyenne empirique des récompenses de Iaction 4 au tour ¢ sur ses n (i)
sélections.

Les différentes politiques présentées par la suite se classent en deux groupes dépendant de 1’environ-
nement dans lequel évolue le bandit : stochastique ou adversarial.

2.2.1 Mesure du regret

Soit la politique avec la plus grande récompense espérée associée au bras ¢*, appelée politique opti-
male. Si le joueur connaissait la politique optimale a I’avance, alors a chaque tour, il tirerait simplement
I’action associée a la politique optimale et recevrait la plus grande récompense possible. L’ apprenant
doit conjecturer le meilleur bras & partir du feedback du bandit, c’est-a-dire les récompenses des actions
précédemment choisies. En d’autres termes, I’objectif du joueur est de trouver une politique qui soit la
plus proche de la politique optimale. Chaque fois que le joueur choisit un bras sous-optimal, il perd la
différence de récompense entre ces deux bras. Puisque le but du joueur est de maximiser la récompense
des actions choisies, il s’ensuit que 1’apprenant devrait essayer de minimiser cette différence, c’est-a-dire
le regret.

Dans ce cadre, la phase d’exploration et la phase d’exploitation s’entrelacent. La tiche du joueur est
de trouver une politique qui sélectionne un bras a chaque tour de facon a ce que le regret cumulé soit
minimisé.

4 Définition 35 (Regret [BUBECK & CESA-BIANCHI 2012]) }

Le regret est défini comme la différence entre I’espérance des meilleures récompenses récom-
penses cumulées a chaque tour et les récompense cumulées de la politique du joueur :

regret; =E [maXiG[K] S Re(i) — Yoy Rt(it)}
= B | maxieyq) L1y Re(0)] — B| XL Ralir)|
_E

[ maxie S Rei)] = T
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4 Définition 36 (Pseudo-regret [BUBECK & CESA-BIANCHI 2012]) }

Le pseudo-regret est défini comme la différence entre I’espérance de la récompense cumulée
de la politique optimale et I’espérance de la récompense cumulée de la politique du joueur :

pseudo-regret; = maX;c[k] ]E{Zthl Re(i) — Z?:l Rt(it)}
= maxieqr) B 21, Re(i)| — B £, Reli)]
= Tpix — Z?:l Hiy

Dans les deux définitions, I’espérance est nécessaire par rapport au tirage aléatoire des récompenses
pour les actions du joueur. Notez que le pseudo-regret est une notion plus faible du regret, puisqu’on
se compare a 1’espérance de 1’action optimale ¢*. Le regret, au contraire, est I’espérance du regret par
rapport a ’action qui est optimale a chaque tour de la séquence de réalisation des récompenses. Plus
formellement, nous avons pseudo-regret, < regret,.

Ainsi, tout en explorant les bras, le joueur doit également exploiter ses connaissances sur les ré-
compenses des bras, car les récompenses des bras sélectionnés sont prises en compte pour le calcul du
(pseudo-)regret. Il s’agit ici du dilemme classique entre exploration et exploitation dans I’apprentissage
par renforcement.

2.2.2 Environnement stochastique

L’élément essentiel d’un environnement dit stochastique est la présence de probabilité de récom-
pense stationnaire associée a chaque bras. Il existe K distributions de probabilité (arbitraires) vy, . .., Vg
dans [0, 1] associées respectivement aux bras 1, ..., K. Soient 1, . .., i sont les espérances mathéma-
tiques respectives de v, ...,vk @ E(v1),...,E(vk). Lorsqu’une action i; est sélectionné au tour ¢, sa
récompense R (i;) est tirée de la distribution correspondante v, ; pour toute autre action j # iz, R¢(7)
retourne 0. Dans un environnement stochastique, R correspond donc a un singleton car la distribution
des récompenses pour chaque action est fixe.

Bandit A : e-Greedy(K : actions)
1 Méthode 1n17T () :
pour chaque action i € [K]| faire
ni (Z) ~—0
Ri(i) 0

M oA W N

fin

6 Méthode seLECT (t) :

7 Choix du parametre ¢ € [0, 1]
. aléatoirement, avec la probabilité
8 retourner i; € [K] + .. A . P !
maximisant R+ (i), sinon

9 Méthode MaT (R:) @
10 pour chaque action i € [K] faire
11 Net1(2) < ne() + Lizs,

ﬁtJrl(’L‘) . nt (1) X Ry (1) +Re (4)

12 -
ni41(4)

13 fin
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e-Greedy c-Greedy [SUTTON et al. 2018] (bandit A) correspond a la politique la plus simple et
naive afin de venir a bout du probleme de MAB dans un environnement stochastique. Il suffit de préciser
une valeur ¢; € [0, 1] renseignant dans quelle proportion nous souhaitons explorer ou exploiter au tour ¢.

Le bandit A présente I’initialisation des variables n et R dans la méthode INIT; Greedy €t la mise
a jour de celles-ci (par application d’'une moyenne empirique) a chaque nouvelle récompense pour la
sélection de I’action i; dans la méthode MAJ. greeqy. 1o retourne 1 si o est vrai, 0 sinon.

Afin de calculer le pseudo-regret, une borne inférieure d basée sur I’intervalle minimal doit &tre
connue a I’avance. En admettant que d < minj¢cg)_{7+} Aj, ou A; est U'intervalle de sous-optimalité
entre 1’action optimale i* et j, et qu’on initialise ¢, = K/(d%t), e-Greedy accomplit un pseudo-regret
en O(Kn(T)/q2).

Pour notre usage, nous simplifions et déclarons globalement la variable € lors de I’initialisation du
bandit. € est souvent fixée a 1/10.

UCB1 Les politiques basées sur la borne supérieure de confiance (UCB — Upper Confidence Bound)
sont couramment utilisées dans les environnements stochastiques : [AUER et al. 2002a]. Nous présentons
UCB1 qui est la politique la plus simple de cette famille de bandits. L’ implantation (bandit B) présente les
mémes initialisation et mise 4 jour que e-Greedy. A chaque tour ¢, SELECTycg1 sélectionne le bras qui
maximise la moyenne ﬁt(it) et le biais /8In(¢)/n,(i¢) correspondant a la borne supérieure de confiance
associée a I’action : moins la proportion de sélection d’une action par rapport au nombre d’essais total
est importante, plus cette borne est importante et donne des chances a 1’action d’étre tirée a nouveau.

Bandit B : UCB1(K : actions)

1 Méthode tn1T () :
2 pour chaque action i € [K]| faire
3 ny(i) <0
4
5

Ri(i) < 0
fin

6 Méthode sELECT () :

N 81n(t
7 retourner i; € [K] maximisant R;(i;) + n( )
ne(iy)
8 Méthode MaJ (Ry)
9 pour chaque action i € [K]| faire
10 ner1(1) < ne(7) + Ly,
N . . 7% VR (i
1 Rip1(i) < L(l)xnti(ll()z‘;r +(4)
12 fin

Sous I’hypothése que, pour chaque action i, R4(7) est tiré (indépendamment au hasard) selon une
distribution fixe sur [0, 1], UCB1 obtient un pseudo-regret en O(vTK In K).

MOSS L’algorithme de stratégie optimale Minimax dans le cas stochastique (MOSS — Minimax Opti-
mal Strategy in the Stochastic case) [AUDIBERT & BUBECK 2009] (bandit C) est une instance provenant
de la famille d’UCB.

La seule différence avec UCR1 est liée au niveau de confiance accordé a chaque bras. MOSS ne
prend pas seulement en compte le nombre de sélections de chaque bras, mais aussi le nombre total

39



Chapitre 2. Probleme du Bandit Multi-Bras

Bandit C : MOSS(K : actions)

1 Méthode 1n1T () @

2 pour chaque action i € [K] faire
3 1 (l) ~—0

4 Ri(i) < 0

5 fin

6 Méthode seLECT (t)

. 4 t
t € [K imisant Ry (% Int [ ————
7 retourner i; € [K| maximisant R;(7;) + \/nt(it) n <K - nt(l}f))

8 Méthode vrJ (R;) :

9 pour chaque action i € K] faire
10 Tlt+1(i) — nt(z) + ]li:it

5 . nt (i) X R (1) +Re (4)
11 Ri1(i) = = nt;(i) :
12 fin

de bras et le nombre d’essais effectués : i; € [K] maximisant R;(i;) + \/4/n(ir) InT ({/Kxn(ir)) ol
In"(x) = Inmax{1, x}. MOSS obtient un pseudo-regret en O(vTK).

TS L’échantillonnage de Thompson (TS — Thompson Sampling) [THOMPSON 1933, RUSSO et
al. 2018, RUSso & ROy 2016] (bandit D) maintient une distribution beta des récompenses de chaque
action ol « correspond a la somme des récompenses et 5 correspond a la somme du complément a
1 de chaque récompense (INITtg et MAJrg). Chaque action est sélectionnée aléatoirement suivant sa
probabilité d’étre optimale (SELECTrg). TS obtient un pseudo-regret en O (VT K In K).

Bandit D : TS(K : actions)
1 Méthode 1n1T () :

2 pour chaque action i € [K| faire

3 o; +— 1

4 Bz +—1

5 fin

6 Méthode seLECT (t) :

7 | retourner i; € [K] maximisant beta(o,, ;)
8 Méthode vrJ (R;) :

9 pour chaque action i € K] faire
10 a; = a; + Ry(i)

11 Bi = Bi + Lizi, (1 — R(i))
12 fin
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2.2.3 Environnement adversarial

La différence avec la version stochastique est que le bandit adversarial prend en compte un environ-
nement choisissant sa fonction de récompense a chaque tour de jeu. Ainsi, la probabilité de récompense
stationnaire associée a chaque bras n’est plus assurée. Le bandit (ou joueur) joue donc contre un envi-
ronnement dynamique.

EXP3 Lorsque I’on en connait trés peu sur les fonctions de récompense R, - - - , Ry, Ualgorithme a
pondération exponentielle pour I’exploration et I’exploitation (EXP 3 — EXPonential-weight algorithm
for EXPloration and EXPloitation) [ AUER et al. 2002b] est sans doute le meilleur candidat pour le pro-
bleme du bandit a K bras. A savoir, EXP 3 peut fonctionner dans des environnements non-stochastiques,
pour lesquels aucune hypothese statistique n’est faite sur les fonctions de récompense. Plusieurs variantes
d’EXP 3 ont été proposées dans la littérature, mais nous utilisons ici la version la plus simple définie dans
[BUBECK & CESA-BIANCHI 2012].

EXP 3 maintient une distribution de probabilité 7, sur {1,--- , K}. Plus précisément, la procédure
INITgyp3 définit le vecteur initial 7 a la distribution uniforme (1/k, --- ,1/K). Au cours de chaque tour
t, la procédure SELECTgxp3 tire simplement un bras ¢; selon la distribution 7. En fonction de la récom-
pense observée Ry(i¢), la procédure MAJzyp3 met & jour la distribution 7 selon la régle multiplicative
de pondération et de mise a jour :

exp(nRy(i))
S exp(neRe(5))

mi1(i) =

B R (i)
Ri(i) = DL Lo,
2
et 1., indique si 7 était le bras choisi a I’essai s, ou non. En considérant que la fonction de récompense
est dans [0, 1], le parametre de taille de pas 7, peut étre fixé a /In K/ik afin d’obtenir une limite de
pseudo-regret en O(vVT' K In K).

Bandit E : EXP3(K : actions)

1 Méthode 1n1T () :

2 pour chaque action i € [K]| faire
3 ‘ T (’L) = 1/ K

4 fin

5 Méthode seLECT () :
6 ‘ retourner ; ~ 7

7 Méthode MaJ (R;)

8 pour chaque action i € [K| faire

9 Ri(i) = Yooy 22 i,
N exp(mR(i)

10 me+1() = S R G

11 fin
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2.2.4 Politique de choix uniforme

Afin de mettre en concurrence les précédentes politiques adaptatives grace a leur capacité a apprendre
de la fonction de récompense, la politique de choix uniforme est naturellement proposée a titre compara-
tif. Si la politique de choix uniforme est capable de produire des résultats équivalents ou meilleurs, cela
permet de mettre en avant une fonction de récompense ou une politique mal adaptée pour un probleme
donné.

Bandit F : UNI(K : actions)

1 Méthode tn1T () :
‘ Aucune opération

2 Méthode sErLECT (1) :
3 ‘ retourner i; € [K] aléatoirement et uniformément

4 Méthode M2 T (R;) :
‘ Aucune opération

Ainsi, le bandit F ne prend pas en compte les récompenses proposées par le biais de sa méthode
MAJyyt et ne nécessite pas I'initialisation d’une structure particuliere (INITyyz). Seule la méthode SE-
LECTyy: est instanciée afin de choisir aléatoirement et uniformément I’action suivante ¢;. Bien que nous
employons l'interface algorithmique d’un bandit pour déclarer UNTI, cette politique ne peut pas étre
considérée comme un bandit puisqu’aucun apprentissage n’est appliqué.

2.3 Applications

Afin de mieux appréhender I’intérét de chaque politique en fonction de la nature du probléme, nous
proposons deux mises en situation inspirées du monde réel et académique. Une premiere application
consistera en 1’expérimentation de traitements médicaux pour lesquels il faudra converger le plus rapi-
dement possible vers le traitement le plus optimal. Une seconde application consistera a jouer au jeu du
pierre-papier-ciseaux contre un environnement changeant de technique avec le temps. Ces deux appli-
cations proposent respectivement des environnements stochastique et adversarial.

2.3.1 Traitement médical

Pour cette premiere application, un hopital dispose d’un ensemble de traitements médicaux contre
une maladie donnée. Chaque application du traitement aupres d’un patient donne lieu a un feedback de
celui-ci. Ce feedback correspond a un score entre 0 et 1 correspondant a I’efficacité du traitement sur
ce patient (vitesse de guérison, effet secondaire, efc.). Ainsi, le but de I’hdpital est de converger le plus
rapidement possible vers le traitement maximisant la rémission des patients et le feedback associé.

Ainsi formulée, cette tiche peut étre présentée comme un probleme de bandit multi-bras a K bras,
ou chaque bras est un traitement médical. Chaque essai ¢ va correspondre a la sélection d’un traitement
14 pour un nouveau patient et au retour de I’efficacité du traitement sur ce patient avec la récompense
R¢(it). Le but est donc d’explorer I’ensemble des traitements disponibles afin de vite converger vers le
traitement le plus efficace et I’exploiter.

Afin de matérialiser ce probleme, nous prenons K = 5 traitements médicaux dont I’efficacité est
représentée par 5 distributions de probabilité vy, ..., v5 dans [0, 1] associées respectivement aux bras
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1,...,5. Les distributions v, ..., vk suivent une loi normale tronquée correspondant aux moyennes
suivantes :

Hm1 = 0.4,/1,2 = 0.87, u3 = 0.5, M4 = 0.9, s = 0.85

avec un écart-type de 5%. Ces précédentes moyennes ne sont évidemment pas connues du bandit et
celui-ci doit les estimer au plus vite afin de converger vers le bras le plus prometteur. 7', I’horizon, est
fixée a 10 000 essais.

103-E
w
3
£ 1074
o ]
2
&
2 —— EXP3
1075 —— UCB1
—— UNI
e-Greedy
100 T T T T T T
0 2000 4000 6000 8000 10000

Essaie ¢

FIGURE 2.1 — Regret cumulé de différentes stratégies de sélection de traitements médicaux [O]

La figure 2.1 présente le regret cumulé par les bandits e-Greedy, UCB1, EXP3 et la stratégie de
choix uniforme UNI a chaque essai t. Evidemment, la politique uniforme est la plus mal placée avec
un regret cumulé constamment supérieur au regret des politiques de bandit. Au sein de ces politiques de
bandit, nous remarquons que dans les 3 000 premiers essais, e-Greedy est la stratégie la plus efficace.
En effet, les distributions suivant la loi normale étant assez simple a déterminer, e-Greedy n’a qu’a
se baser sur les quelques premiers essais afin de déterminer sur quel bras converger. Malheureusement
pour cette stratégie en continuelle exploration (10%), celle-ci se fait dépasser peu apres les 3 000 essais
par EXP 3. Pour les mémes raisons, cette politique adversariale est capable de converger trés vite grace
aux récompenses suivant une distribution normale. UCB1, beaucoup plus prudent quant a la distribution
qu’il peut rencontrer, poursuit son exploration et tend a étre plus efficace qu’e-Greedy au-dela des
T = 10000 essais.

2.3.2 Pierre-papier-ciseaux

Pour cette seconde application, nous prenons I’exemple du jeu pierre-papier-ciseaux. Nous faisons
face a un environnement possédant une stratégie adversariale a ce jeu. Le but du joueur est de déterminer,
comme dans 1’exemple précédent, quel est le coup qui lui permettra de gagner le plus souvent, et ainsi,
le coup que I’adversaire/environnement a tendance a le plus utiliser. Cette fois-ci I’environnement est
adversarial, ¢’est-a-dire, que la distribution de ses choix n’est pas forcément fixe a travers le temps. Par
exemple, I’environnement peut majoritairement jouer les ciseaux en début de jeu, puis finalement choisir
principalement le papier en fin de partie.
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FIGURE 2.2 — Regret cumulé de différentes stratégies de sélection d’action au jeu pierre-papier-ciseaux
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Afin de modéliser cette application, nous prenons K = 3 bras correspondant aux 3 actions possibles
de I’environnement. 7 est fixé a 10 000 essais. L’environnement choisit avec une probabilité 3/5 1’un des
bras et de 1/5 les deux autres bras. L’association de ces probabilités avec les actions possible du jeu est
réaffectée aléatoirement tous les 100 essais.

La figure 2.2 montre les résultats des bandits e-Greedy, UCB1, EXP3 et de la stratégie de choix
uniforme UNTI. Cette fois-ci, nous remarquons que 1’adaptabilité a I’environnement est trés compliquée,
que ce soit pour le bandit adversarial ou les bandits stochastiques. L’un des pi¢ges dans lequel est tombé
le bandit adversarial EXP3 est qu’il a de nouveau bien trop vite convergé vers le bras lui apportant le
plus en début de recherche. Ainsi, pour lui, comme pour le bandit e-Greedy, leur regret cumulé est
similaire a celui de la stratégie uniforme. En ce qui concerne UCB1, celui-ci est Iégerement meilleur tout
en restant dans I’ordre de grandeur du regret cumulé de la stratégie uniforme.

2.4 Bandit duelliste et autres variations du probleme

Dans cette section, nous considérons le probléme du bandit multi-bras avec un type particulier de
feedback préférentiel [YUE & JOACHIMS 2009, RADLINSKI et al. 2008] entre deux actions. Dans le pro-
bleme classique du bandit, I’apprenant regoit un feedback numérique sur ses choix. Cependant, comme
nous le verrons bient6t, un feedback numérique n’est pas toujours disponible dans les scénarios pratiques.

2.4.1 Motivation

Les humains trouvent qu’il est beaucoup plus facile de choisir parmi 1’'une des options proposées
plutdt que de donner un avis absolu et numérique sur un seul choix. Par exemple, si les deux questions
suivantes sont posées a un groupe de personnes :

— préférez-vous la dénomination pain au chocolat ou chocolatine ?

— quelle note sur 100 donneriez-vous a la dénomination pain au chocolat?

La premiere question recevrait un plus grand nombre de réponses que la seconde. Par conséquent, le
feedback préférentiel est naturellement adapté & de nombreuses applications pratiques ou 1’on attend des
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humains qu’ils fournissent un feedback, comme les préférences pergues par I'utilisateur pour un produit,
ol une perception relative : « A est meilleur que B » est plus facile a obtenir que sa contrepartie absolue :
« La valeur de A est 62, celle de B est 31 ».

Une application plus commerciale du feedback préférentiel provient des systemes de tri d’informa-
tions [SUI et al. 2018] (par exemple, les moteurs de recherche [RADLINSKI & JOACHIMS 2007]) ou
les utilisateurs fournissent un feedback implicite sur les résultats fournis. Ce feedback implicite, et in-
terprété sous forme de préférence, est recueilli au moment ou I’ utilisateur sélectionne un résultat plutot
qu’un autre.

2.4.2 Formalisation

Comme le probleme du bandit classique, le probleme du bandit duelliste peut lui aussi étre subdivisé
en deux catégories, en fonction de la stationnarité des récompenses : stochastique et adversarial.

Le probleme du bandit duelliste a K bras est une variation du probléme classique du bandit multi-bras
introduit par Yue et Joachims [YUE & JOACHIMS 2009] pour formaliser le dilemme exploration/exploi-
tation dans 1’apprentissage a partir de feedbacks relatifs, aussi appelé feedback par préférence. Pour étre
en mesure de modéliser les scénarios pratiques décrits précédemment, 1’apprenant doit choisir deux bras
dans ’ensemble [K] a chaque essai ¢. En retour, I’apprenant observe le gagnant du duel, c’est-a-dire
quelle action a donné la meilleure récompense. Notez que 1’apprenant n’a pas acces aux récompenses
des actions sélectionnées, mais seulement au feedback de préférence. Cependant, la performance de 1’ap-
prenant est jugée sur la base de la récompense moyenne des actions sélectionnées et non du feedback.
La difficulté de ce probleme vient du fait que I’apprenant n’a aucun moyen d’observer directement la
récompense des actions sélectionnées. L’ apprenant doit donc trouver un moyen de déduire du feedback
les informations nécessaires sur les récompenses.

Comme indiqué, cette formulation se caractérise par des préférences. Puisque la préférence de chaque
paire d’actions doit étre spécifiée, une facon naturelle de représenter I’ensemble de ces paires de préfé-
rence est une matrice carrée dont la dimension est égale au nombre d’actions : K x K. On I’appelle
une rmatrice de préférence P. Pour chaque paire (a,b) d’actions, I’élément P, contient la probabilité
inconnue avec laquelle a gagne le duel contre b.

Un exemple de matrice de préférences est présenté ci-dessous :

1/2 Pl,g P173 c. PLK

P271 1/2 P273 . P27K
p=|FP1 P32 12 ... Py
_PKJ PK72 PK73 e 1/2 ]

La matrice P doit satisfaire la propriété de symétrie suivante :

Va,b € [K],P%b +Pb,zz =1

En utilisant ces valeurs de préférence, le regret cumulé peut étre défini comme suit :

T
PP o1
regret, = Z it T 2@*&
t=1

ou 7; et j; sont les deux bras tirés au temps ¢. Par la suite, nous parlons de regret de Condorcet car il
coincide avec la notion de gagnant de Condorcet 7,. Un gagnant de Condorcet est le bras, noté 7, qui est
préféré a tous les autres bras, c’est-a-dire, Vi € [K| — {i,}, Pi., i > 1/2. Notons que si j; > f1; pour
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certains bras i et j, alors P; ; > 1/2. Le bras optimal coincide donc avec le gagnant de Condorcet dans la
formulation des préférences.

2.4.3 Autres variantes

Au méme titre que nous venons de faire varier le type d’action et le type de récompense, passant
d’un feedback absolu a un feedback relatif, il existe encore bien d’autres variantes du probleme du bandit
multi-bras.

L’une d’elles est le bandit a pure exploration. Dans ce cadre, introduit par Bubeck et al. [BUBECK
et al. 2009], I’apprenant explore d’abord les bras dans la phase d’exploration pour acquérir des connais-
sances sur les récompenses des bras, puis il exploite les connaissances acquises pour recommander un
bras. Les phases d’exploration et d’exploitation ne se chevauchent pas. La mesure du regret change aussi.
Nous parlons de regret simple et est défini comme la différence entre la récompense attendue du bras op-
timal (a posteriori) et la récompense attendue du bras recommandé par 1’apprenant. Les récompenses
des actions sélectionnées par 1’apprenant pendant la phase d’exploration ne sont pas prises en compte
pour le calcul du regret simple ; seule la récompense de 1’action recommandée est prise en compte.

Beaucoup de paradigmes de bandit multi-bras existent, faisant varier le type d’action : sélection
d’un bras, d’un couple dans le cadre duelliste ou méme des combinaisons plus importantes de bras. En
lien, le feedback peut étre absolu, relatif a un duel ou méme E&tre un vecteur de récompenses lorsqu’une
combinaison de bras est sélectionnée.

2.5 Conclusion

La littérature propose une grande diversité de paradigmes et politiques répondant au probleme du
bandit multi-bras. Ici, nous avons exprimé deux grandes familles. Dans le chapitre 4, nous proposons
un nouveau framework au sein des solveurs de contraintes permettant d’accueillir les politiques propo-
sées dans la section 2.2. Afin de contrecarrer certains défauts de ces politiques, nous proposons dans le
chapitre 5 un nouveau bandit en lien avec la seconde famille de bandits présentée dans la section 2.4.
Avant ceux-ci, des fonctions de récompense, récompensant ’efficacité d’un solveur, sont proposées dans
le chapitre 3.
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Chapitre 3

Evaluation des Heuristiques de Choix de
Variable
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3.1 Introduction

Dans ce chapitre, les heuristiques de choix de variable sont évaluées afin de comparer leur efficacité
et la capacité de chacune a résoudre plus rapidement certaines instances. L’évaluation est produite a
posteriori des expériences. En plus de cette classique évaluation, nous essayons d’extraire différentes
métriques permettant de discriminer leurs performances en ligne, c’est-a-dire, au cours de leur exécution.

Pour ce faire, nous décrivons dans un premier temps I’environnement d’évaluation utilisé tout au long
de ce manuscrit. Nous argumentons le choix d’une configuration pour le solveur ACE. Une seconde partie
propose une amélioration des heuristiques basées sur la pondération de contraintes. Les deux dernieres
parties correspondent a 1’évaluation classique (a posteriori) d’une sélection de base d’heuristiques de
choix de variable, et d’une autre évaluation discriminant celles-ci en ligne suite a la proposition de
fonctions de récompenses.
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3.2 Environnement expérimental

3.2.1 Vocabulaire

Cette section introduit quelques notions de vocabulaire utilisées pour identifier les données manipu-
1ées lors des différentes campagnes des chapitres qui suivent.

Une campagne contient toutes les données expérimentales qui ont été collectées, et définit la confi-
guration de I’environnement d’exécution des solveurs (limites temporelle et spatiale, configuration des
machines, efc.). Au cours d’une campagne, des solveurs sont évalués. Notons que différentes confi-
gurations d’'un méme solveur sont considérées comme différents solveurs, de méme pour des solveurs
completement différents. Une campagne se caractérise par 1I’ensemble des fichiers d’entrée utilisés pour
celle-ci. Dans ce contexte, fous les solveurs sont exécutés sur le méme ensemble de fichiers. Enfin, une
expérimentation correspond a I’exécution d’un solveur donné sur un fichier d’entrée donné, de sorte a ce
que I’ensemble des expérimentations correspond au produit cartésien de I’ensemble des fichiers d’entrée
et de celui des solveurs. Chaque expérimentation est caractérisée par les mesures qui sont pertinentes au
vu des analyses a réaliser, telles que le temps d’exécution ou la mémoire utilisée par le solveur (et bien
d’autres, dépendant de la configuration fournie par le solveur).

% Exemple 10

Considérons une campagne dans laquelle nous souhaitons comparer les solveurs ACE®
et ACEP. Supposons que nous souhaitons les comparer sur deux entrées, A savoir
CarSequencing.xml et RLFAP.xml. L’ensemble des fichiers d’entrée se compose de
ces deux fichiers. Les expérimentations de cette campagne sont alors :

— T’exécution d’ACE® sur CarSequencing.xml;

— l’exécution d’ACE® sur RLFAP . xml;

— T’exécution d’ACE? sur CarSequencing.xml;

— I’exécution d’ACE” sur RLFAP . xml.

3.2.2 Expérimentation sur cluster

Les différentes campagnes décrites par la suite sont exécutées dans les mémes conditions. Nous dis-
posons d’un cluster composé de 50 nceuds de calcul ayant pour configuration un CPU cadencé a 3.3 GHz
Intel XEON E5-2643 et 32 GB RAM;; pour un nceud donné, seule une expérimentation est exécutée a la
fois. Pour chaque expérimentation, le temps maximal d’exécution (timeout) est fixé a 2 400 secondes — il
s’agit du temps communément imposé lors des compétitions XCSP [BOUSSEMART et al. 2020, BOUS-
SEMART et al. 2016, LECOUTRE & SZCZEPANSKI 2020]. L’espace est naturellement limité par les 32
GB de RAM disponibles. Les différentes campagnes sont exécutées sur une large diversité de problémes
de contraintes venant de la distribution XCSP. Nous utilisons deux benchmarks. Un premier, Z¢sp, cor-
respond a I’ensemble des instances CSP des trois compétitions XCSP’17, XCSP’18 et XCSP’19, pour
un total de 83 familles de problemes et de 810 instances. Le second benchmark, Z-op, est composé de
I’ensemble des instances COP des compétitions XCSP’18 et de nouvelles instances mises a disposition
en 2021, pour un total de 51 familles de problemes et 697 instances.

Dans le cadre de la recherche en informatique (et plus généralement, dans n’importe quel domaine
nécessitant la conception de logiciels), il est nécessaire de réaliser des expérimentations pour s’assurer
que les programmes développés fonctionnent comme prévu. En particulier, il est important de vérifier que
les ressources utilisées par ces programmes restent dans un périmetre contr6lé. Dans ce but, différentes
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solutions logicielles telles que runsolver [ROUSSEL 2011] ont été proposées, a la fois pour mesurer et
limiter I’ utilisation des ressources temporelles et spatiales par le programme en cours d’évaluation. Afin
d’appliquer les contraintes précédemment citées, runsolver est utilisé lors de chacune des expérimenta-
tions.

3.2.3 Analyse et reproductibilité

Cependant, respecter les limites fixées est en général insuffisant pour évaluer le comportement du
programme. Il est souvent nécessaire de collecter des statistiques supplémentaires, qui peuvent étre four-
nies par le programme lui-mé&me (par exemple, via ses logs) ou par I’environnement d’exécution (par
exemple, runsolver). Les données collectées doivent ensuite étre agrégées pour évaluer la qualité des
résultats du programme au travers d’une analyse statistique.

Dans ce domaine, de nombreux outils mathématiques peuvent &tre utilisés, et faire un choix parmi
ceux-ci peut introduire des biais dans les résultats ou leur analyse. Il est donc important d’appliquer
les principes de science ouverte et de reproductibilité pour permettre de rejouer 1’analyse des résultats.
Ainsi, ces principes ont fait 1’objet d’'une recommandation de I’OCDE [PILAT & FUKASAKU 2007],
et des chercheurs ont déja introduit diverses approches favorisant la reproductibilité dans le contexte
d’expérimentations logicielles [FREIRE et al. 2016, KIM et al. 2018]. En particulier, il est recommandé
de rendre disponible le code source des logiciels étudiés (ou, a minima, leurs exécutables sous forme
binaire), et de diffuser les données utilisées pour les évaluer (par exemple, dans des forges logicielles).
Il est également important de rendre I’analyse des résultats reproductibles, en utilisant des outils tels que
le RMarkdown* ou les notebooks Jupyter>.

Dans la communauté CP (tout comme dans les communautés SAT, PB, MaxSAT ou QBF par
exemple), il y a souvent peu de différences sur la maniere d’exécuter les solveurs. En effet, ces
derniers doivent proposer des interfaces en lignes de commande qui respectent les regles imposées
par I'environnement dans lequel ils sont exécutés (par exemple, durant les compétitions). De plus, la
plupart des données collectées lors de I’exécution des solveurs restent le plus souvent les mémes (par
exemple, le temps d’exécution, I’ utilisation de la mémoire, efc.). Dans ce contexte, la création d’un outil
permettant d’exécuter le programme, de collecter les données qu’il produit et de les analyser présentent
plusieurs avantages : tester de nouvelles fonctionnalités est plus simple, a la fois en termes d’exécution
et d’analyse, et la reproductibilité des résultats est systématiquement assurée.

Partant de ces observations, nous avons développé Metrics [FALQUE et al. 2021b] (mETRICS signifie
rEproducible soflware peRformance analysls in perfeCt Simplicity), une bibliotheque Python visant a
unifier et faciliter I’analyse des expérimentations réalisées sur des solveurs. L’ambition de Metrics est de
fournir une chaine complete d’outils de I’exécution du solveur a 1’analyse de ses performances. Actuel-
lement, cette bibliotheque posseéde deux composants principaux : Scalpel (sCAIPEL signifie extraCting
dAta of exPeriments from softwarE Logs) et Wallet (WALLET signifie Automated tooL for expLoiting
Experimental resulTs). D’une part, Scalpel est concu pour simplifier la récupération des données ex-
périmentales. Ce module est capable de gérer une grande variété de fichiers, incluant les formats CSV,
XML, JSON ou encore la sortie produite par le solveur, qui peut étre décrite par I’utilisateur dans un
fichier de configuration. Cette approche fait de Scalpel un outil a la fois flexible et simple a configurer.
D’autre part, Wallet propose une interface simple d’utilisation pour tracer les graphiques les plus com-
munément utilisés pour I’analyse de solveurs (tels que les scatter plots et les cactus plots) et pour calculer
diverses statistiques relatives a leur exécution (en particulier, leurs scores en utilisant différentes mesures
classiques). La conception de Wallet facilite 1’intégration de 1’analyse dans des notebooks Jupyter qui

4. https://rmarkdown.rstudio.com
5. https://jupyter.org
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peuvent étre facilement partagés en ligne (par exemple, GitHub ou GitLab sont capables d’afficher de
tels fichiers), favorisant également la reproductibilité de I’analyse.

Dans les chapitres qui suivent, nous présentons 1’utilisation de Metrics de la maniere suivante. Pour
chaque campagne donnant lieu a la production de statistiques, de tableaux ou de graphiques, celle-ci
est accompagnée du logo cliquable « () »® menant vers I’analyse de la campagne correspondante. Une
campagne comporte 1I’ensemble des informations nécessaires afin que le lecteur puisse, s’il le souhaite,
reproduire les expérimentations, 1’extraction des données, 1’analyse et la production des figures présen-
tées dans cette these.

3.2.4 Solveur de contraintes

Dans le cadre de la programmation par contraintes, nous utilisons un programme appelé solveur
de contraintes pour résoudre un réseau de contraintes. Les solveurs sont des programmes qui traitent
des réseaux de contraintes et qui prouvent soit la satisfaisabilité d’un réseau en retournant au moins
une solution, soit son insatisfaisabilité. Dans le cadre des contributions présentées dans ce manuscrit,
le solveur ACE’, le nouvel alias d’AbsCon [MERCHEZ et al. 2001], est utilisé. Il s’agit d’une plate-
forme générique de satisfaction/optimisation sous contraintes développée en Java. Le format de modéli-
sation pour les problemes traitables par ACE est le XCSP [BOUSSEMART et al. 2020, BOUSSEMART et
al. 2016, LECOUTRE & SZCZEPANSKI 2020]. Le solveur ACE permet de traiter des problémes des cadres
CSP et COP. ACE dispose de I’ensemble des heuristiques présentées dans la section 1.4.1. Son principe
de résolution est celui présenté dans la section 1.3.2 : le parcours d’un arbre binaire avec assignation
et réfutation d’une paire variable/valeur & chaque nceud ainsi que la propagation de la propriété de co-
hérence d’arc (sous réserve que chaque contrainte puisse assurer cette propriété). Par défaut, le solveur
utilise 1’heuristique de choix de variable wdeg®®-°? présentée dans la section suivante et min—dom
pour I’heuristique de choix de valeur. Plus précisément, il s’agit de la politique de choix de variable
1c=2 > wdeg®®-°d > lex : la politique de variables prioritaires last-conflict retient les deux derniéres
variables entrées en conflit, puis laisse la main a I’heuristique wdeg®®-°% qui, en cas de variables au
meilleur score égal, renvoie vers I’heuristique de choix lexicographique. Dans la configuration par dé-
faut, def, le score des variables est régulierement réinitialisé et la fonction de redémarrage est basée
sur la suite exponentielle et autorise rexp(t) mauvaises décisions au run ¢ avant que la recherche ne
redémarre a sa racine. Plus précisément, rexp est aménagé par le solveur pour que la valeur minimale
de la suite soit égale a 10 (par exemple, rexp(1) = 10) et son facteur de croissance est fixé a 1.1.

Cette section présente une premiere campagne recensant les résultats expérimentaux de la confi-
guration par défaut ACE{SE, et la configuration pour laquelle nous allons opter pour les prochaines
campagnes : ACE%EE%. Cette derniere configuration posséde un comportement simplifié au niveau de
I’heuristique de choix de variable : 1c est initialisée a 0 et n’interfére donc pas avec la seconde (et la
plus importante) heuristique sélectionnée — le but étant d’obtenir I’heuristique la plus pure possible afin
de les comparer avec une plus grande justesse par la suite. Nous changeons aussi la politique de redé-
marrage et optons pour la suite de Luby (u x luby(¢) mauvaises décisions ou u = 150), afin d’obtenir
un plus grand nombre de redémarrages sans nécessité de réinitialiser la suite : nous justifions ce choix
dans le chapitre 4. Nous expérimentons I’ensemble ¥, de solveurs suivant :

k€ {0,2} (1)

r € {def, luby}
. }

6. L'ensemble des campagnes mene vers le répertoire git suivant : https://gitlab.com/productions-—
hwattez/solveurs—-de-contraintes—autonomes/doctorat/experimentations
7. https://www.cril.univ-artois.fr/~lecoutre/#/softwares
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3.3. Affinement de la pondération de contraintes

La table statistique 3.1 présente les quatre configurations W1, testées sur I’ensemble des instances

Tcsp, partant du solveur par défaut ACE(SE, jusqu’au solveur que nous considérons « par défaut » pour

la suite de ce manuscrit : ACE%EE%. Plusieurs statistiques sont présentées a travers ce tableau :

— #RES. correspond au nombre d’instances résolues ;

— TPS (S) correspond au temps de résolution en secondes (comprend les instances résolus par au
moins un solveur);

— #RES. COMM. correspond au nombre d’instances résolues par 1’ensemble des solveurs;

— TPS COMM. (S) correspond au temps en secondes pour résoudre les instances communes ;

— #TOT. correspond au nombre total d’instances de cette campagne : cette métrique est différente
de celle déclarée pour Z-sp (810 instances) car les instances n’étant pas résolues par au moins un
solveur sont ignorées afin de supprimer une partie du bruit.

Le bruit supprimé permet notamment d’y voir plus clair au niveau du temps de résolution; dans le

cas ou nous incluons les instances irrésolues, la différence dans les temps de résolution parait minime et
négligeable.

#RES.  TPS (S) | #RES. COMM. TPS COMM. (S) | #TOT.

ACESE, | 558 73219 528 25127 | 571
ACE™, | 552 88042 528 29295 | 571
ACESE ) | 551 85157 528 24886 | 571
ACES™ | 543 113915 528 31457 | 571

TABLE 3.1 — Comparaison de différentes configurations basiques du solveur ACE [V, Z¢sp, O]

Nous constatons a travers cette figure que la configuration retenue décroit légerement 1’efficacité de
résolution : ACE Y résout 15 instances de moins que la configuration ACES®f,. De méme, le temps de

résolution sur les 528 instances communément résolues est allongé.

Ainsi, la simplification de la configuration du solveur ACE montre des performances légérement affai-
blies, mais nous permet par la suite d’interpréter plus simplement les résultats. La plupart des techniques
utilisées dans les chapitres suivants sont aussi applicables aux configurations précédemment citées. Les
principales implantations dans le solveur ACE sont décrites dans 1’annexe A.1.

3.3 Affinement de la pondération de contraintes

3.3.1 Une amélioration native de wdeg®***~2°%4 dans ACE

En extension de I’heuristique III, ACE propose nativement I’implantation définie par I’heuristique V.
Cette premiere amélioration consiste a affiner la facon dont le poids évolue : non plus globalement pour
toutes les variables d’une contrainte, mais seulement pour celles qui sont futures. Il est alors nécessaire
d’introduire un tableau pour chaque contrainte ¢ afin d’enregistrer le score (poids) local w? d’une va-
riable x impliquée dans c. La particularité réside ainsi dans la maniere d’interpréter un conflit : au lieu
d’augmenter globalement le poids de la contrainte ayant causé le conflit, seules les variables futures (non

encore assignées) dans la portée de la contrainte voient leur poids incrémenté.

unit-2004 unit

A travers la table 3.2, nous observons comment se placent wdeg et wdeg et leur
agrégation correspondante dom/wdeg. De 9 a 21 instances additionnelles sont résolues par rapport a la
version originelle de I’heuristique. Le temps commun de résolution est aussi réduit.

53


https://gitlab.com/productions-hwattez/solveurs-de-contraintes-autonomes/doctorat/experimentations/-/tree/main/Chap3/01_ace/1A-stat_table.ipynb

Chapitre 3. Evaluation des Heuristiques de Choix de Variable

Heuristique V : wdeg""*(P = (X,C) : CN)
1 Méthode tn1T () :

2 pour chaque c € C faire

3 pour chaque = € scp(c) faire
4 | w¥ <0
5

6

fin
fin

7 Méthode rvANTRUN () :
‘ Aucune opération

8 Méthode rPRESCONFLIT (C) ¢
9 pour chaque = € fut(c) faire
10 r<1

11 wl —wd +r

12 fin

13 Méthode APRESASSIGNATION (Pgy, Pop) :
‘ Aucune opération

14 Méthode scorE (x) :

x
15 ‘ retourner ZcéC:xEscp(c)/\|fut(c)|>1 We

3.3.2 Affinement de ’heuristique wdeg***

Méme si wdeg""*t surpasse légérement wdegU**t 2094 on peut regretter que la pondération des

contraintes reste trés simpliste et ne fasse pas de différence entre les contraintes. Par exemple, des caracté-
ristiques comme I’arité des contraintes et 1’état des domaines des variables participantes sont totalement
ignorées puisque I'incrément est statique (c’est-a-dire, 1). C’est pourquoi nous proposons d’affiner la
pondération des contraintes en exploitant ces informations.

Plus précisément, nous introduisons quatre variantes a travers la déclaration générique de 1’heuris-
tique VI. Un parametre « est introduit a travers 1’intitulé de 1’heuristique (wdeg®) accompagné d’une
fonction f*(c, z) (ligne 10) correspondant a la récompense attribuée a une paire contrainte/variable (c et
x, ol ¢ est la contrainte conflictuelle et x € scp(c)) donnée :

wdeg® 1ia estla variante pour laquelle I’arité initiale de la contrainte est utilisée :

1
|scpi™it(c)|

fia(cvw) -

wdeg®® ca est la variante pour laquelle on utilise 1’arité courante de la contrainte (c’est-a-dire, le
nombre de variables futures de la contrainte). Nous rappelons que les variables futures d’une contrainte
sont les variables de la portée dont les domaines ont une taille supérieure a un :

ca _ 1
I ) = o
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wdegi® id est la variante pour laquelle on utilise la taille du domaine initiale de la variable :

1

’dominit (.T)’

fid(cvm) -

wdeg®? cd est la variante pour laquelle on utilise la taille du domaine courant de la variable :

cd _ 1
™) = fon(@)

wdeg®®-°? ca.cd combine a la fois Iarité courante et le domaine courant :

ca.cd c.r) = ]‘
o) = T = [dom(a@)]

Heuristique VI : wdeg®(P = (X,C) : CN)
1 Méthode 1v1T () :

2 pour chaque c € C faire

3 pour chaque x € scp(c) faire
4 wr 0
5

6

fin
fin

7 Méthode rvaNTRUN () :
‘ Aucune opération

8 Méthode APRESCONFLIT (C) @

9 pour chaque = € fut(c) faire
10 r <« f*ec,x)

11 Wy < wg + T

12 fin

13 Méthode APRESASSIGNATION (Pgy, Pap)
‘ Aucune opération

14 Méthode scorE (x) :

x
15 ‘ retourner ZcGC:mEscp(c)/\|fut(c)|>1 We

3.3.3 Expérimentation des heuristiques wdeg et des variantes affinées

Afin de tester en largeur ces nouvelles variantes, nous proposons d’expérimenter I’ensemble Uy de
solveurs suivant :
h € {wdeg,dom/wde

{wdeg, g} (W)

luby «
ACE h
{ 1e=0(h%) a € {unit-2004,unit,chs,ia,ca,id,cd, ca.cd}
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#RES.  TPS(S) | #RES. COMM. TPS COMM. (S) | #TOT.

wdegea-cd 543 129037 444 10829 | 577
dom/wdeg™® 537 125007 444 9061 | 577
dom/wdeg®*? 537 127201 444 8481 | 577
dom/wdeg®? 535 137356 444 10508 | 577
wdeg®hs 534 137795 444 10733 | 577
dom/wdeg™™® 529 145235 444 9289 | 577
wdeg®? 527 156464 444 10417 | 577
wdeg'? 526 153467 444 11181 | 577
dom/wdeg™® 525 157617 444 13189 | 577
dom/wdeg"™* 522 169710 444 9647 | 577
wdeg'd 516 181194 444 12001 | 577
wdeg™it 510 192895 444 15896 | 577
dom/wdeg®? 510 194795 444 9330 577
wdeginit—2004 501 223126 444 20244 | 577
dom/wdeg"™*2%% | 499 217489 444 12757 | 577
wdeg®d 487 248400 444 16916 | 577

TABLE 3.2 — Comparaison des variantes de wdeg® et dom/wdeg® [Vs, Zcgp, O]

En plus de tester les différentes variantes sur la simple heuristique basée sur la pondération, nous
prenons aussi en compte sa version agrégée avec dom : dom/wdeg.

La table 3.2 présente exhaustivement 1’ensemble des variantes de wdeg Wy présentés dans ce ma-
nuscrit. Nous observons rapidement que wdeg©?-°? est la variante s’en sortant le mieux dans la configu-
ration actuelle du solveur, en accord avec 1’étude [WATTEZ et al. 2019b]. wdeg®®-°? résoud 9 instances
supplémentaires par rapport a la meilleure version actuelle de cette heuristique (wdeg©S) et 21 supplé-
mentaires par rapport a la variante de wdeg proposée par ACE.

La figure 3.1 propose une autre perspective pour ces résultats. Ceux-ci sont présentés sous forme d’un
cactus plot. Ce graphique considere toutes les instances résolues par chaque solveur. Chaque courbe du
graphique représente un solveur. Les entrées sont classées par temps de résolution pour chaque solveur
afin de construire cette figure : I’axe des = correspond au rang de I’instance résolue et I’axe des y au
temps pris pour résoudre I’instance, de sorte que plus la courbe est positionnée a droite, meilleur est le
solveur.

Afin de faciliter la lecture de la figure 3.1 les solveurs wdeg® et dom/wdeg® sont, respectivement,
tracés en pointillés et en ligne continue. Une méme couleur est utilisée pour une variante o donnée. Au
sein de la légende, les solveurs sont classés par ordre décroissant de résolution au moment du timeout.
Ce genre de figure donne une information complémentaire : I’ordre des solveurs est conservé quant au
timeout, mais nous observons que si le timeout avait été a 1 200 secondes, le solveur dom/wde g*? aurait
été le mieux classé.

3.4 Sélection de I’ensemble 7{2s¢ d’heuristiques de choix de variable

Cette section décrit la sélection d’heuristiques de choix de variable utilisées, par la suite, comme en-
semble de base pour nos expérimentations : H°25¢, Cette sélection est testée avec différents tie-breakers
et est analysée afin de mettre en évidence la robustesse complémentaire de ces mécanismes.
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3.4. Sélection de I’ensemble H*3°¢ d’heuristiques de choix de variable

2000
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Temps

1000 A

500 4
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Nombre d'instances résolues

——- wdege><d R — dom /wdeg™® —— dom/udeg™
—— don/wdeg™ —— dom/wdeg™  —— dom/wdeg™" wdegmit—2004
—— dom/wdeg®™°®  —~ - wdeg®™ wdegid dom /udeg™ 2%
—— dom/wdeg®® === wdeg® -== wdeg™it === wdeg

FIGURE 3.1 — Cactus plot des variantes de wdeg® et dom/wdeg® [Vs, Zcsp, O]

3.4.1 Sélection des heuristiques

Soit H"25¢, une sélection d’heuristiques de choix de variables, provenant de 1’état de I’art présenté
dans la section 1.4.1, utilisées comme base pour 1’analyse qui suit et dans de futures études de ce manus-
crit :

HPase = {abs, ibs, dom/ddeg, dom/wdeg®hs, wdegca'Cd}

Cet ensemble est composé de quatre heuristiques adaptatives et d’une heuristique dynamique :

— abs est une forme simplifiée de I’heuristique proposée dans [MICHEL & HENTENRYCK 2012]
ou I’échantillonnage n’est pas appliquée — nous voyons par la suite que cela complique 1’im-
plantation de stratégies de recherche de la meilleure heuristique ;

— 1ibs est, pour la méme raison que précédemment, une version sans échantillonnage de 1’heuris-
tique présentée dans I’étude [REFALO 2004];

— dom/ddeg est 'une des heuristiques dynamiques les plus efficaces de sa catégorie;

— dom/wdeg®?s est la meilleure variante extraite de 1’étude [CHERIF et al. 2020b] et en accord
avec les résultats de la section 3.3.3;

— wdeg®®-° est la meilleure des variantes de wdeg proposée précédemment et aussi dans 1’étude
[WATTEZ et al. 2019b].

3.4.2 Analyse classique des heuristiques de 725

Afin de se familiariser avec I’ensemble H 25 d’heuristiques de choix de variable, nous appliquons
une classique analyse de celui-ci avec la campagne d’expérimentation U3 :

(¥3)

base
{ACE%EZ%(}M > hg) e }

he € {1lex,deg, rand}
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U3 correspond donc 2 une campagne présentant les performances des heuristiques de H°25¢ avec

divers tie-breakers.

lex deg rand VBS
abs #422 (408 484s)  #415 (421623s) #413 (425182s) #433 (370 132s)
ibs #384 (482069s) #375 (507 395s) #353 (573 304s)  #406 (434 600s)
dom/ddeg #407 (427 455s)  #407 (427 241s) #407 (427649s) #407 (427 110s)
dom/wdegChs #529 (140219s) #529 (140009s) #529 (140628s) #529 (139 533s)
wdeg®®cd #543 (123 546s) #540 (123235s) #525 (154 278s) #554 (88 268s)
VBS #569 (52 355s)  #569 (50108s)  #564 (56 463s)

TABLE 3.3 — Comparaison des heuristiques H?2°¢, de tie-breakers et de leurs VBS [U3, Zcsp, (]

Une premiere table (3.3) présente les résultats de la campagne W3 : en ligne nous avons une méme
heuristique expérimentée avec différents tie-breakers (exprimés en haut de colonne). Sur les extrémités
sont représentés les VBS correspondant. Un meilleur solveur virtuel (VBS — Virtual Best Solver) est un
solveur fictif créé a partir des meilleurs résultats d’un ensemble d’heuristiques. Par exemple, le VBS en
haut a droite du tableau correspond aux meilleurs résultats obtenus par abs tous tie-breakers compris :
pour chaque instance de la campagne, le VBS obtient le temps cpu de la meilleure variante de abs. Les
VBS en bout de ligne ou en bas de colonne correspondent aux meilleures résultats des heuristiques de
ces lignes ou colonnes. Excepté pour le VBS des lignes correspondants aux heuristiques dom/ddeg et
dom/wdeg®"s, tous les VBS obtiennent de biens meilleurs résultats que la meilleure des heuristiques
les composant. En ce qui concerne les tie-breakers, ce sont ceux basés sur 1ex et deg qui obtiennent
les meilleurs résultats. Par la suite, et en accord avec la configuration par défaut de ACE, nous nous
concentrons plus en détail sur la sélection d’heuristiques H°25¢ liée au tie-breaker 1ex.

Apps > 08 | Agps > 1s | Agps > 10s | Agps > 100s | Agps > 1000s | Agys = 00

dom/wdeg®"® 158 59 43 25 13 11
wdegeacd 144 59 46 32 16 15
dom/ddeg 111 49 24 11 2 2
abs 82 27 14 7 6 4
ibs 74 7 5 4 2 2

TABLE 3.4 — Contribution de chacun des solveurs [V3, Zcgp, O]

La rable des contributions 3.4 présente la contribution de chacune des heuristiques de la sélection
HP 25¢ (uniquement en lien avec 1ex). La contribution d’une heuristique correspond au nombre de fois
ou cette heuristique obtient le meilleur résultat en terme de temps de résolution. Une information plus
fine serait de comptabiliser le nombre de fois ol cette heuristique obtient un résultat dont le temps
de résolution est meilleur de x seconde(s) en comparaison avec la seconde meilleure heuristique, noté
Ayps > ws. La table 3.4 présente différents Ay, allant de 0 a 1 000 secondes. Le Ay,s = oo correspond
au cas ol un et un seul solveur a résolu I’instance (les autres solveurs ont produit un timeout considéré
comme un temps infini).

A travers la table 3.4, et en accord avec les précédents résultats, nous remarquons a quel point les
deux meilleures heuristiques — dom/wdeg®"s et wdeg©®- 4 — contribuent aux meilleurs résultats peu
importe le Ay,. Néanmoins, nous remarquons aussi que les autres heuristiques contribuent un minimum
peu importe le Ay, C’est aussi 1’occasion d’insister sur le fait qu’aucune heuristique n’est toujours
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meilleure que les autres.

3.5 Evaluation en ligne des heuristiques de 7{?25¢

Dans les chapitres suivants, nous exprimons le besoin de discriminer la capacité des heuristiques a
étre efficace lors de I’exécution du solveur (en ligne). Pour ce faire, nous proposons dans cette section
différentes métriques, que nous appelons fonction de récompense, permettant de noter la qualité actuelle
de la recherche. Ces métriques prélévent a chaque fin de run les informations nécessaires afin de noter,
plus précisément, la qualité du run. Une fois ces fonctions de récompense définies, nous proposons une
analyse des récompenses des différentes fonctions sur un échantillon d’instances.

3.5.1 Fonctions de récompenses

Ci-apres, nous décrivons trois fonctions de récompense proposées dans la littérature dans I’ordre
chronologique de leur apparition.

npts Une premiere fonction de récompense considere la taille des arbres élagués (pts — Pruned
Tree Sizes) provenant de 1’étude [WATTEZ et al. 2020]. Intuitivement, cette mesure est donnée par la
somme des tailles des sous-arbres trouvant leur racine sur les nceuds ayant donné lieu a une réfutation.
Puisque tout nceud de ce type correspond a une impasse ne menant a aucune solution, pts représente la
capacité du solveur a élaguer rapidement de grandes portions de son espace de recherche. Pour calculer
cette mesure, nous ne considérons que la derniére branche produite par le run composée d’affectations
et de réfutations depuis laquelle nous extrayons les nogoods. Grace a la définition et I’utilisation des
nogoods dans la formulation qui suit, celle-ci se retrouve 1égeremement simplifiée comparativement a la
formulation déclarée dans [WATTEZ et al. 2020]. En termes formels, étant donné un arbre de recherche
binaire 7; généré par le solveur lors du run ¢, 3(7;) représente 1’ensemble des nogoods extraits de la
derniére branche du run ¢. Alors,

pts(Ty) = Z H |dom™** ()|

AeX(Tt) zeX—vars(A)

Sur la base de cette métrique, la récompense associée au run ¢ est donnée par la taille normalisée des
arbres élagués :

Rnpts — log(pts(ﬁ))
' log ([T,ex |domi®i*(z)])

Une mise a 1’échelle logarithmique est nécessaire pour obtenir une récompense plus équilibrée entre
0 et 1. Plus grande est la taille cumulée des arbres élagués, meilleure est la récompense.

auvr [CHERIF et al. 2020b] propose un moyen de mesurer la performance d’un run afin d’améliorer
I’heuristique dom/wdeg®"s en utilisant la moyenne des ratios de variables non-assignées (auvr —
Average of Unassigned Variable Ratios). Comme pour npt s, cette récompense estime la capacité d’une
heuristique a atteindre rapidement des échecs en calculant la profondeur des conflits qu’elle a provoqués.
En d’autres termes, cette mesure donne la moyenne de la profondeur des conflits au cours d’une exécu-
tion. Plus la profondeur est faible (c’est-a-dire plus le nombre de variables non-assignées est grand), plus
le principe du fail-first est respecté et meilleure est la récompense. Soit cft(7) 1’ensemble des nceuds
conflictuels de I’arbre T :
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, 1 |fut(v)|
Rauvr 7 —
£ (1) lctt(T7)| Ve;:(m | X

esb Dans I’étude [PAPARRIZOU & WATTEZ 2020] présentée dans le chapitre 6, le sous-arbre exploré
(esb — Explored Sub-Tree), est donné par le nombre de noeuds visités lors d’un run, divisé par la taille
du sous-arbre complet défini sur les variables sélectionnées lors du run. Cette derniere est simplement
la taille du produit cartésien des domaines des variables sélectionnées pendant le run. Sont considérées
comme variables sélectionnées, celles qui ont été choisies au moins une fois par 1’heuristique courante.
esb représente 1’espace de recherche couvert par le solveur par rapport a I’espace total possible sur
les variables sélectionnées. L’intuition est qu’une exploration qui découvre des conflits profondément
dans I’arbre de recherche (c’est-a-dire que de nombreuses variables sont assignées) sera pénalisée (en
raison du grand dénominateur) par rapport a une exploration qui découvre des conflits dans les branches
supérieures.

En termes formels, étant donné un arbre de recherche 7~ généré lors d’un run, soit vars(7) I’en-
semble des variables qui ont été sélectionnées au moins une fois pendant I’exploration de 7 et size(7)
le nombre de noeuds visités. Alors,

log(size(7;))
log (HmevarS('ﬁ) |dom($) ’)

Comme pour npts, une mise a I’échelle logarithmique est nécessaire pour obtenir une meilleure
discrimination entre les bras. Plus le ratio/récompense est élevé, plus la performance du run est bonne.
Cette récompense a montré les meilleures performances dans le contexte de I’étude [PAPARRIZOU &
WATTEZ 2020].

RE™(ir) =

3.5.2 Analyse des récompenses

Afin d’analyser la qualité des fonctions de récompense précédemment déclarées a bien récompenser
les heuristiques, nous reprenons la campagne W3 précédemment déclarée avec uniquement le tie-breaker
lex. En plus d’y avoir extrait des données tel que le temps de résolution de chaque paire instance/sol-
veur, nous y avons aussi extrait les récompenses calculées par les trois fonctions de récompense auvr,
esb et npts. Ci-apres, nous décrivons ces résultats sur une sélection d’instances dont la différence de
performance (en terme de temps de résolution) est suffisamment intéressante. A travers les graphiques
en boites a moustaches qui suivent, et pour chacune des instances de cet échantillon, nous montrons les
r premicres récompenses (correspondant aux r premiers runs) de chaque solveur pour chacune des fonc-
tions de récompense. r correspond au nombre de runs nécessaires au meilleur solveur pour résoudre une
instance donnée.

Ainsi, a travers les boites 2 moustaches qui suivent, nous essayons d’observer une corrélation entre
la distribution de récompenses (en ligne) et le résultat en temps de résolution (connaissance a poste-
riori). Chaque boite 2 moustaches décrit la valeur minimale et maximale d’une distribution, le premier
et troisieme quartiles et la médiane.

Bibd-sc-12-06-05_c18

Une premiere instance, Bibd-sc-12-06-05_c18, est proposée avec des performances treés hétérogenes.
Nous voyons que I’heuristique wdeg®©@-©? est la plus rapide a trouver une solution (6.0s et 14 runs),
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FIGURE 3.2 — Distributions des récompenses pour les heuristiques ibs (timeout), dom/ddegq (timeout),
abs (timeout), dom/wdeg®hs (50.4s), wdeg®®-°? (6.0s) sur I’instance Bibd-sc-12-06-05_c18 (14 runs)
[\1137 ICSPa CZ‘]

suivie de dom/wdeg®s (50.4s) prenant presque dix fois plus de temps, et enfin les autres heuristiques
ont produit un timeout.

Il n’est pas étonnant d’observer, a travers la représentation des distributions (figure 3.2), que 1’heuris-
tique wdeg©?-°? posseéde une médiane de récompenses plus élevée que pour les autres heuristiques et ce,
pour I’ensemble des fonctions de récompense. En seconde position, nous pouvons remarquer, pour auvr
et esb, que la distribution de récompenses semblent en accord avec les résultats de dom/wdeg®hs.
npt s semble moins informative pour cette seconde heuristique et n’a peut-étre pas encore suffisamment
recueilli d’information pour trancher avec les autres heuristiques en timeout.

CarSequencing-85-02_c18

Cette seconde instance, CarSequencing-85-02_cl8, montre toujours les hautes performances de
dom/wdeg®®s (11.9s en 17 runs) et wdeg®®-°? (2116.3s). Cette fois-ci, dom/wdeg®™® domine avec
un temps de résolution presque 200 fois plus faible que pour wdeg®®-¢9, Les autres heuristiques sont
en timeout.

Si nous nous concentrons sur la médiane, la figure 3.3 montre que seul npts est suffisamment
informative pour discriminer la qualité de I’heuristique dom/wdeg®"®, puis en second lieu wdeg®?-°9,
Pour auvr et esb, il semble plus correct de se fier aux valeurs maximales de la distribution, plutot que
la médiane, pour discriminer la qualité de ces deux heuristiques.

CostasArray-16

Pour CostasArray-16, dom/ddeg est I’heuristique domininant les autres heuristiques en résolvant
cette instance en 7.2s et 19 runs, suivie par dom/wdeg®™® (9.9s), wdeg®?-¢? (26.9s) et plus loin abs
(219.6s). ibs a produit un timeout.

Du co6té des résultats présentés dans la figure 3.4, les distributions semblent plus controversées.
Seules esb et npts montrent une médiane mieux positionnée pour I’heuristique dom/ddeg, puis
dom/wdeg®®s. Dans le reste des cas, il semblerait que ibs, I’heuristique la moins efficace, ait de
meilleurs résultats selon les distributions.
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GracefulGraph-K05-P02_c18

L’instance GracefulGraph-K05-P02_c18 est rapidement résolue par dom/ddeg (9.4s) en 156 runs.
Celle-ci est suivie par dom/wdeg®"s (23.4s) et abs (27.5s) ayant mis deux 2 trois fois plus de temps.
Enfin wdeg©®- 9 (99.0s) et ibs (333.3s), plus loins, résolvent elles aussi cette instance.

A I’'unanimité, les trois fonctions de récompenses (figure 3.5) montrent que dom/ddeg est I’heuris-
tique se positionnant la mieux au niveau des distributions suivie par dom/wdeg®?s. ibs trouve la pire
place dans ces trois cas.
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Jrb-59-26-3-mgd_c18

Une derniere instance est présentée, frb-59-26-3-mgd_c18, ou seule I’heuristique dom/ddeg trouve
une solution en 1 982.1 secondes et 12 923 runs.

Il est difficile a travers les distributions, présentées dans la figure 3.6, de discriminer cette heuristique.
La récompense médiane de dom/ddeg ne semble jamais la mieux positionnée. Les valeurs maximales
de cette distribution semblent, tout de méme, montrer les bonnes performances de cette heuristique (no-
tamment pour la fonction npt s).

D’un point de vue global, il semblerait que ces fonctions de récompense proposent des distributions
de récompenses assez fideles a la réalité et aux résultats a posteriori des expériences que nous avons
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menées. Bien que ces fonctions semblent informatives, nous remarquons aussi que certaines irrégulari-
tés apparaissent quant aux distributions proposées. Au méme titre qu’une heuristique, une fonction de
récompense n’est pas continuellement la meilleure a utiliser. Par la suite, nous voyons empiriquement si
I’usage de ces fonctions de récompense permettent de nous diriger favorablement a travers 1’espace de
recherche en sélectionnant judicieusement I’heuristique a utiliser.

3.6 Conclusion

A travers ce premier chapitre expérimental, nous évaluons une base d’heuristiques (#°2°¢) dont
certaines ont été affinées ou adaptées pour les expériences qui suivent. Un protocole expérimental est
proposé et va étre suivi durant I’ensemble des chapitres suivants. A travers I’analyse approfondie de ces
heuristiques, il apparait qu’une certaine disparité d’efficacité existe, ou certaines sont bien meilleures que
d’autres, mais aussi que les heuristiques les plus faibles peuvent tout de méme contribuer a de meilleurs
résultats. L’une des contributions de ce chapitre a été de mettre en avant des fonctions de récompense qui,
au cours de I’exécution (en ligne), essayent d’évaluer le plus justement possible les heuristiques afin de
se rendre compte de leur efficacité ; cette efficacité qui n’est, habituellement, que décelable a posteriori
d’expériences. A I’aide de ce nouvel outil capable de discriminer les heuristiques en cours d’exécution,
le but va étre maintenant de I’associer convenablement avec une politique de sélection d’heuristiques
étant capable de converger vers I’heuristique apportant, au solveur, les meilleurs performances.
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Apprentissage de la Meilleure Heuristique
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4.1 Introduction

Dans les applications de résolution sous contraintes, il est souvent demandé a 1’utilisateur d’étre un
expert, en réglant manuellement divers parametres (ou options de contrdle) du solveur pour améliorer
son efficacité sur une instance de probleme donnée. Il est clair que la nécessité de ces connaissances de
base nuisent a la diffusion de la technologie de programmation par contraintes vers un large public. Afin
d’atténuer ce probleme, I’'idée de la résolution autonome est d’ajuster les parametres du solveur et de
traiter efficacement toute instance de probleme sans réglage manuel. Notamment, la sélection de 1’heu-
ristique de choix de variable peut conduire a des performances radicalement différentes. Une question
clé se pose alors : comment trouver la meilleure heuristique de choix de variable pour une instance de
probleme, étant donné un ensemble d’heuristiques fournies par le systeme de résolution ? Pour répondre
a cette question, nous proposons un framework algorithmique qui combine les bandits multi-bras et les
redémarrages de la recherche. Chaque heuristique candidate est considérée comme un bras/action, et le
framework apprend a estimer la meilleure heuristique en utilisant un algorithme de bandits multi-bras.
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Le mécanisme commun des redémarrages est utilisé pour fournir des retours d’information afin de ren-
forcer I’algorithme de bandit. Sur la base d’une évaluation expérimentale approfondie, nous montrons
que ce framework est capable de trouver la meilleure heuristique pour la plupart des problemes étudiés ;
notamment, il surpasse I’état de I’art en termes de temps et d’instances résolues.

4.2 Travaux connexes

La résolution autonome sous contraintes a recu une attention croissante dans la communauté de la
programmation par contraintes, comme en témoigne la diversité des travaux utilisant des techniques d’ap-
prentissage automatique pour régler automatiquement certains composants du solveur. Ces approches
peuvent étre divisées en deux catégories, en fonction du paradigme d’apprentissage sur lequel elles re-
posent.

4.2.1 Apprentissage supervisé

La premiere catégorie utilise I’apprentissage supervisé : étant donné un espace .S de configurations
pour un composant du solveur, nous partons d’un échantillon d’instances CSP, chacune étant étiquetée
avec la meilleure configuration dans S, puis nous apprenons une hypothése de mise en correspondance
des instances CSP dans .S. Dans cette catégorie, Balcan et al. [BALCAN ef al. 2018] ont récemment déve-
loppé un framework d’apprentissage supervisé pour estimer la meilleure heuristique de choix de variable.
[EPSTEIN & PETROVIC 2007] ont synthétisé une nouvelle stratégie (par exemple, une combinaison d’al-
gorithme de recherche et d’heuristique) par 1'utilisation de I’apprentissage supervisé. Les approches
d’apprentissage supervisé pour la résolution de contraintes sont étroitement liées aux techniques de port-
folio, ou S est un ensemble de solveurs ou d’algorithmes candidats. Des portfolios ont été proposés pour
les solveurs SAT [XU et al. 2008] et CP [O’MAHONY et al. 2008, HURLEY et al. 2014, AMADINI et
al. 2016].

4.2.2 Apprentissage par renforcement

Généralités La deuxieme catégorie repose sur I’ apprentissage par renforcement : en utilisant a nouveau
un espace S de configurations, la meilleure configuration dans S est estimée pendant la recherche, en ob-
servant un retour sur chaque configuration sélectionnée. Notre framework, ainsi que d’autres approches
utilisant un bandit multi-bras pour la résolution de contraintes [BALAFREJ et al. 2015, GAGLIOLO &
SCHMIDHUBER 2007, LOTH et al. 2013, X1A & YAP 2018], appartiennent a cette catégorie. Gagliolo
et Schmidhuber [GAGLIOLO & SCHMIDHUBER 2007] appliquent I’algorithme du bandit EXP3 pour
apprendre des stratégies de redémarrage, tandis que Balafrej et al., auteurs de [BALAFREJ et al. 2015],
utilisent UCB1 pour sélectionner différents niveaux de propagation pendant la recherche. Dans [LOTH et
al. 2013], les bandits multi-bras sont exploités pour sélectionner le nceud d’un arbre de recherche Monte
Carlo a étendre.

Bandit multi-bras et heuristiques Le travail le plus proche de notre approche est sans doute celui de
Xia et Yap [XTA & YAP 2018], qui appliquent des algorithmes de bandits multi-bras existants (UCB1 et
TS) pour estimer la meilleure heuristique de choix de variable, étant donné un ensemble prédéfini d’heu-
ristiques candidates (bras ou actions). Dans leur framework, un seul arbre de recherche est exploré (il
n’y a pas de redémarrage), et 1’algorithme du bandit multi-bras est appelé a chaque nceud de 1’arbre. Plus
précisément, pour chaque nceud non exploré, I’algorithme sélectionne une action et utilise 1’heuristique
correspondante pour assigner une variable a ce nceud.
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Une récompense pour le bras li€ a ce nceud est calculée apres le parcours complet du sous-arbre
enraciné a ce noeud :

size(T,,)

max g cq) size(7y,)

Rflize -1—

ou la fonction size retourne le nombre de nceuds visités dans un arbre 7. 7, correspond au sous-arbre
enraciné au déme nceud vz — d correspond aussi au déme choix du bandit. Cette récompense tente de
représenter la qualité du choix d en fonction de la taille de 1’arbre produit par ce choix : plus cette valeur
est importante, moins bonne est la récompense. Ainsi, la taille de 1’arbre enraciné au nceud d est normalisé
par la plus grande taille d’arbre connue jusqu’ici (au sein d’'un méme run). Ce ratio est retranché a 1 afin
de correspondre aux futurs bandits qui tenteront de maximiser la valeur des récompenses.

D’un point de vue conceptuel, la principale différence entre cette approche et la nétre réside dans
la caractérisation des essais au cours du processus d’apprentissage séquentiel. Dans cette approche, les
essais sont associés aux nceuds inexplorés d’un arbre de recherche, alors que dans notre approche, les
essais sont associés aux runs en utilisant un mécanisme de redémarrage.

Afin d’étre plus précis sur I’implantation effectuée dans ACE, nous reprenons le principe de présen-
tation d’une heuristique afin d’introduire ce framework. Nous considérons cet ensemble d’heuristiques,
manipulées par un bandit en association avec une fonction de récompense, comme une méta-heuristique.

Lheuristique VII présente le framework NOD (NODe-based framework) prenant en parametre un
ensemble d’heuristiques H et une politique de sélection B. Une premiere méthode, INIT, permet d’ini-
tialiser le bandit et chacun de ses bras/heuristiques : un compteur de sélection d est initialisé a 0; K est
initialisé au nombre d’heuristiques disponibles; puis le bandit, comme chacune des heuristiques, sont
classiquement initialisés. Les méthodes AVANTRUN, APRESASSIGNATION et APRESCONFLIT ne font
que parcourir I’ensemble des bras afin d’appeler ces mémes méthodes des heuristiques sous-jacentes —
en effet, bien qu’une seule heuristique #;, ne puisse donner sa décision a chaque essai d (SCORE), le fra-
mework NOD met a jour I’ensemble des heuristiques. La méthode AVANTASSIGNATION, appelée avant
chaque assignation, est 1’occasion pour le bandit de choisir quelle est la prochaine heuristique a utiliser.
A cette occasion, le compteur d est incrémenté et le bandit choisit le bras 74 suivant. Qui dit sélection,
dit aussi par la suite récompense : la méthode BACKTRACK(d') est appelée a chaque fois que le solveur
produit un retour en arriere jusqu’au nceud vy indiquant un parcours exhaustif du sous-arbre enraciné au
nceud v Lors de I’appel a cette méthode, I’heuristique sélectionnée pour ce nceud est récompensée par
la fonction de récompense RPe+9h¢,

4.3 RES : un framework basé sur les redémarrages

4.3.1 Contexte et implantation du bandit

Etant donnés un réseau de contraintes P, un ensemble d’heuristiques de choix de variable
Hi, -+ ,Hk et un mécanisme de redémarrage, quelle est la meilleure heuristique pour résoudre le
CSP associé a P ? Cette tiche est présentée comme un probléme de bandit multi-bras a K bras, ol
chaque bras est une heuristique candidate. A ce stade, rappelons qu’un probléeme de bandit est un
processus de décision séquentiel dans lequel 1’algorithme du bandit interagit avec son environnement.
Au cours de chaque tour/essai t, 1’algorithme sélectionne un bras i; dans [K] = {1,---, K} et recoit
une récompense R (i;) pour ce bras. L’objectif est de minimiser le regret cumulé sur 7" essais, qui est
défini comme 1’espérance de la différence entre la récompense totale obtenue par le meilleur bras et la
récompense totale obtenue par I’algorithme du bandit. Il est important de noter que 1’algorithme observe
la récompense pour le bras choisi aprés chaque essai, mais pas pour les autres bras qui auraient pu étre
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Heuristique VII : NOD(H : heuristiques, B : politique de sélection)

1 Méthode tn1T () :

d<+0

K « [H|

INITB(K)

pour chaque i € [K] faire
| INITy, ()

fin

N A Nt R WN

=)

Méthode AvANTRUN () :

9 | pour chaque ; € [K] faire
10 AVANTRUN%, ()
11 fin

12 Méthode AvANTASSIGNATION ()
13 d<—d+1
14 iqg < SELECTg(d)

15 Méthode APRESASSIGNATION (Pgy, Pap) *
16 pour chaque i € [K] faire

17 APRESASSIGNATION?, (Pav, Pap)

18 fin

19 Méthode rPRESCONFLIT (C) ¢
20 pour chaque i € [K] faire
21 APRESCONFLITy, ()

22 fin

23 Méthode BacxTRACK (d’)
24 | MAIg(RI)

25 Méthode scoRrE (x) :

26 ‘ retourner SCOREy, ()

choisis. Par conséquent, la minimisation du regret est obtenue en équilibrant exploration (acquisition de
nouvelles informations) et I’ exploitation (utilisation des informations acquises).

Afin d’avancer dans la spécification de notre framework basé sur un bandit, nous devons clarifier les
notions d’essais et de récompenses, et bien sfir, nous devons choisir des politiques de bandit appropriées
pour la tiche de sélection de la meilleure heuristique pendant la résolution des contraintes. L’idée clé
de ce travail est d’exploiter le mécanisme de redémarrage et ainsi, considérer les essais comme des
runs. Ainsi, au cours de chaque essai ¢, I’algorithme du bandit sélectionne un bras ;, et I’algorithme de
résolution est exécuté le temps d’un run en utilisant I’heuristique correspondante H;,. Lorsque le cutoff
restart(t) est atteint, I’algorithme du bandit recoit une récompense R (i;) qui refléte la performance du
solveur. Notamment, ce feedback peut exploiter certaines informations sur I’arbre de recherche binaire
T; exploré lors du run ¢ (comme proposé dans la section 3.5).

Avec ces notions en main, notre framework RES (REStart-based framework) est donné par 1’heu-
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Heuristique VIII : RES(H : heuristiques, 5 : politique de sélection, R : fonction de récom-
pense)

1 Méthode 1n1T () :

2 <0

3 | K<+ |H|

4 INITB(K)

5 pour chaque i € [K] faire
6 | INITy, ()

7 fin

8 Méthode AvANTRUN () @

9 t—t+1

10 it <— SELECTg(t)

1 AVANTRUNy, ()

12 Méthode APRESRUN ()
13| MAIB(Ry)

14 Méthode rPRESCONFLIT (C) ¢
15 | APRESCONFLITy, ()

16 Méthode APRESASSIGNATION (Pgy, Pap)
17 \ APRESASSIGNATIONHit (Pavs Pap)

18 Méthode scorE (x) :
19 ‘ retourner SCOREy, ()

ristique VIII. Le framework prend en entrée un ensemble d’heuristiques de choix de variable H, une
politique de sélection B et une fonction de récompense R. La méthode INIT est similaire a celle présen-
tée pour NOD : le bandit et les heuristiques sont initialisées. Ensuite, a chaque début de run (AVANTRUN)
un bras i; est sélectionné, puis la méthode AVANTRUNyy, de I’heuristique #;, est appelée. Contrairement
au précédent framework, chaque heuristique est isolée, c’est-a-dire que seule I’heuristique H;,, sélection-
née au run t, est mise a jour (il en est de méme pour les méthodes APRESCONFLIT, APRESASSIGNATION
et SCORE). Apres chaque run (APRESRUN) I’heuristique H;, est récompensée par la fonction de récom-
pense R.

La partie délicate de ce framework est de définir une fonction de récompense appropriée qui mette en
correspondance, a chaque exécution, la performance d’un run a un retour numérique. La ot RP©+91¢ est
adaptée au framework NOD, nous expérimentons par la suite les fonctions de récompenses R31VE, RSP
et R°Pts_ décrites dans la section 3.5, en association avec RES.

4.3.2 Choix de la suite de redémarrages

Comme il a déja été mentionnée auparavant, la fonction de redémarrage utilisée lors des expérimen-
tations correspond a la suite de Luby. Le probleme des suites exp et rexp, présentées dans la section
1.3.3, est qu’elles affaiblissent la quantité de runs produits lors d’une résolution. En effet, la progression
exponentielle est telle que, a partir de O(n) runs (ol n est le nombre de variable), la suite propose une
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limite de taille d’arbre, exp(n), sensiblement égale au nombre de nceuds nécessaires pour parcourir ’en-
semble des combinaisons d’assignations de variables du probleme. La suite rexp propose a peine plus de
possibilités : O(n?) runs. Des tests préliminaires, non-présentés ici, appuient ces faits et nous montrent
que les bandits n’arrivent pas a dépasser les capacités d’une politique naive aux choix aléatoires ; ce qui
est cohérent avec le fait que le bandit n’a pas encore entamé pleinement sa phase d’exploitation avec si
peu de runs et que celui-ci explore au méme titre que ces politiques aléatoires. C’est pourquoi, en ac-
cord avec le besoin considérable de feedbacks dont nécessite une politique de bandit pour apprendre, la
suite de Luby semble la plus appropriée pour remplir cette tAche avec sa progression linéaire, proposant
ainsi un nombre exponentiel de runs en fonction du nombre de variables : O(2™). De plus, quand aucune
connaissance n’est connue a I’avance pour le choix d’une taille de run fixe et optimale pour une instance
donnée, un bon compromis, avec appui théorique, est proposé par la diversité des tailles de runs que
propose la suite de Luby [LUBY et al. 1993].

4.4 Expérimentations

Afin d’expérimenter les frameworks, nous allons procéder dans un premier temps aux analyses sé-
parées de ceux-ci puis les comparer sur la base des heuristiques de °25¢. 1l est a préciser que les temps
indiqués incluent chacun I’ensemble du temps de résolution des solveurs : par exemple, le temps de
redémarrage avec I’apprentissage du bandit est inclus dans le temps total.

4.4.1 Analyse du framework NOD

L’étude de NOD [XIA & YAP 2018] précise que ce framework a été implémenté dans un solveur
sans mécanisme de redémarrage. Dans 1’étude [WATTEZ et al. 2020], il est montré que ce framework
est évidemment plus robuste associé a un mécanisme de redémarrage. Au méme titre qu’une résolution
classique, avec une seule heuristique, dont les premiers choix sont cruciaux quant a I’efficacité de la
recherche, le bandit (tout comme 1’ensemble d’heuristiques) n’a encore rien appris de son environnement
et ses premiers choix sont donc de pauvres qualités et nécessitent un mécanisme de redémarrage de la
recherche.

Ici, nous nous concentrons exclusivement sur la version la plus robuste de NOD, étant ainsi dans les
mémes conditions que le framework RES.

Pour cette premiere analyse, nous définissons I’ensemble ¥, de solveurs :

{ACE%EZ%(NOD(H“S@,B)) B € {e-Greedy, UCB1,MOSS, TS, UNT} } (Uy)

Au-dela des bandits testés dans 1’étude originale du framework NOD ([XIA & YAP 2018]),
e-Greedy, MOSS et UNT sont aussi testés. La politique de ces bandits, ne correspondant plus a leur
usage initial, a dii étre adaptée au framework : NOD peut demander au bandit plusieurs bras d’affilés
sans les récompenser entre temps. Dans le cas de e-Greedy, UCB1 et MOSS, ces appels consécutifs et
sans mise-a-jour provoquent la sélection du méme bras consécutivement. TS, grace a son choix aléatoire
selon la distribution beta, outrepasse cet effet non-désiré. Ce comportement est problématique avec le
bandit EXP3 — convergeant bien trop vite vers le premier bras venu, c’est pourquoi celui-ci n’apparait
pas dans W y.

Latable 4.1 présente les résultats de la campagne sur W,. Nous remarquons que la politique de choix
uniforme est celle détériorant le plus les résultats, permettant ainsi de considérer les bandits comme
efficaces par rapport a cette politique témoin. Pas tres loin, le solveur correspondant a la politique
NOD(HP25¢, BTS) produit de Iégeres meilleures performances. Au-dela, nous retrouvons les politiques
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| #RES.  TPS (S) | #RES. COMM. TPS COMM. (S) | #TOT.

NOD(HPase, pebreedy) | 516 92217 459 20173 538
NOD(HPase, BHOsS) 510 105313 459 15955 | 538
NOD(#Pase, BUCBL) 509 104162 459 18391 | 538
NOD(#Pase, BTS) 494 142585 459 19130 | 538
NOD(#Pase, BUNT) 481 182766 459 27615 | 538

TABLE 4.1 — Comparaison des politiques basées sur les nceuds de recherche [V 4, Zcsp, O]

composées des bandits UCB1, MOSS et e-~Greedy. Malgré ces chiffres, aucune politique n’égale les
performances de la meilleure des heuristiques de H°2%¢ (table 4.5).

4.4.2 Analyse du framework RES

Pour cette deuxieéme analyse, nous définissons I’ensemble U5 de solveurs :

(¥s)

{ACE}‘;%(REs(HbaSG,B,R)) B € {e-Greedy, UCB1,MOSS, TS, EXP3} }

R € {auvr,esb,npts}

Pour le framework RES, il est possible de tester I'intégralité des bandits et des fonctions de récom-
pense associées sans modifier leur comportement d’origine. Afin de simplifier la description des résultats,
ceux-ci sont divisés en trois tableaux décrivant séparément chacune des fonctions de récompense.

| #RES.  TPS (S) | #RES. COMM. TPS COMM. (S) | #TOT.

RES(#{Pase BUCBL Rauvr) 551 67780 464 9738 | 562
RES(H{Pase, BHOSS Rauvr) 548 73781 464 9420 | 562
RES(HPase, BTS Rawvr) 542 85716 464 8338 | 562
RES(#{Pase [pe-Greedy auvr) 535 95061 464 10584 | 562
RES(7{Pase BEXP3 Rauvr) 476 256 879 464 41224 562

TABLE 4.2 — Comparaison des politiques basées sur les redémarrages et la fonction de récompense auvr
[\IJS’ ICSP9 L«)]

Dans la table 4.2, excepté la politique utilisant EXP 3, toutes les politiques sont proches ou dépassent
la meilleure heuristique de I’ensemble HP25¢, RES(HPa5e, BUCBL Rauvr) semble étre la politique la
plus robuste en association avec la fonction de récompense auvr.

| #RES.  TPS (S) | #RES. COMM. TPS COMM. (S) | #TOT.

RES(#{Pase BEXP3 Resb) 551 77437 527 20076 | 567
RES(HPase, BTS ResP) 550 81688 527 21446 | 567
RES(#Pase BUCBL Resb) 550 86134 527 28 341 567
RES(#Pase BMOSS Resb) 547 86687 527 23498 | 567
RES(H{Pase pe-Greedy Resb) 541 106 624 527 32052 567

TABLE 4.3 — Comparaison des politiques basées sur les redémarrages et la fonction de récompense esb
[\IJS’ ICSP9 CQ)]
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Dans Ia table 4.3, sans exception cette fois-ci, toutes les politiques sont proches ou dépassent la
meilleure heuristique de 1’ensemble HP25¢. RES(HPas5¢, BEXP3 | ResP) semble étre la politique la plus
robuste en association avec la fonction de récompense esb.

| #RES.  TPS (S) | #RES. COMM. TPS COMM. (S) | #TOT.

RES(H{Pase BUCBL upts) 551 69991 459 12708 563
RES(#HPase, BTS Rupts) 550 70998 459 11804 563
RES(#{Pase BMOSS Rupts) 549 77372 459 14045 563
RES(#{Pase pe-Greedy Rupts) 543 86781 459 11529 563
RES(#{Pase BEXP3 Rupts) 464 280580 459 40243 563

TABLE 4.4 — Comparaison des politiques basées sur les redémarrages et la fonction de récompense npt s
[\115’ ICSP’ C\/']

Enfin, la table 4.4, excepté a nouveau la politique utilisant EXP 3, I’ensemble des politiques sont
proches ou dépassent la meilleure heuristique de I’ensemble HP35¢, RES(HP2s¢, BUCBL, R1PtS) semble
étre la politique la plus robuste en association avec la fonction de récompense npts.

Presque a I'unanimité, il semblerait que le bandit UCB1 soit celui qui s’en sorte le mieux, excepté
pour le cas de la fonction de récompense esb ol EXP 3 est légerement plus performant. Dans les autres
cas, EXP 3 ne réussit pas a converger vers les bonnes heuristiques proposant ainsi des résultats bien plus
faibles que la meilleure des heuristiques seule.

Le comportement d’EXP 3 peut s’expliquer par sa capacité a tres vite converger. Si la fonction de
récompense n’est pas suffisamment informative des les premiers runs et que celle-ci donne de larges
récompenses aux mauvais bras, il est possible qu’EXP 3 ait convergé. Ainsi, nous pourrions remarquer
la capacité de la fonction de récompense esb a étre suffisamment informative des les premiers runs,
contrairement aux autres fonctions. Néanmoins, nous remarquons que chacune de ces fonctions donne la
capacité aux autres bandits, et au framework, de proposer de meilleures performances que les heuristiques
seules.

4.4.3 Comparaison

Dans cette section, nous souhaitons approfondir notre perception sur les meilleures stratégies souli-
gnées précédemment et en comparaison directe avec les heuristiques seules, leur VBS et la stratégie de
choix uniforme liée au framework RES. Pour cette derniere analyse, nous proposons la comparaison de
I’ensemble de solveurs W :

beaseU
luby
{ACElc:(](h)? h € {RES(bease7 BUNI)’ VBS(bease)} } U beSt(\I}él) U beSt(\IJ5) (\IIG)

La table 4.5 présente la campagne composée des solveurs de I’ensemble Vg expérimentés sur les ins-
tances Zcgp. Des moins bons aux meilleurs résultats, nous observons le positionnement des heuristiques
ibs, dom/ddeg et abs avec moins de 425 résolutions. Au-dela de 500 résolutions, nous voyons appa-
raitre la politique basée sur les nceuds de recherche, puis les plus récentes heuristiques dom/wdeg©Ps
et wdeg®©@-°? englobant la stratégie RES(H25¢, BUN1), Cette derniere stratégie, pourtant naive, arrive
a égaler les meilleures heuristiques méme s’il reste compliqué de dépasser les capacités de la meilleure
d’entre elles. Nous pouvons aussi remarquer une certaine robustesse en terme de temps pour RES(HP25€,
B"™I). Au-dela de wdeg©®-©9, nous remarquons le positionnement des meilleures stratégies de RES, sur
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| #RES.  TPS (S) | #RES. COMM. TPS COMM. (S) | #TOT.

VBS(HP2°) 569 52355 314 2830 | 575
RES(HP2%¢, BEXP3 Resb) | 551 96637 314 4074 | 575
RES(HPase, BUCBL Rrpts) 551 98791 314 4690 575
RES(HPase BUCBL Rauvr) 551 98980 314 4350 575
wdegca-°d 543 123546 314 5908 575
RES(#Pase, BUNT) 541 113903 314 4239 575
dom/wdegChs 529 140219 314 4029 575
NOD(H{Pase, pe-Greedy) 516 181017 314 9280 575
abs 422 408484 314 18831 575
dom/ddeg 407 427455 314 5472 575
ibs 384 482069 314 14795 575

TABLE 4.5 — Comparaison globale des meilleures stratégies NOD et RES [Vg, Zcsp, O]

les trois fonctions de récompense, toutes trois avec 551 résolutions et des temps de résolutions sem-
blables. En premiere place, nous retrouvons évidemment le solveur virtuel (considéré comme celui ayant
les choix optimaux) avec 569 résolutions en un temps de résolution divisé par deux par rapport aux
meilleures stratégies réelles.

2000 A

VBS(
R.Es( ase BEXFS Resb)
RES(H{base, BUCBL Rupte)
R.ES( ase BUCEI Rauvr)
wdegca cd

R.Es(Hbase BUNI)
dom/wdeg™

NOD (P25, Be-Greedy)

ase)

Hb
Hb
1500 HP
Hb

Temps

1000 A

500 - -
—

=

e

T T T T T
480 500 520 540 560
Nombre d'instances résolues

FIGURE 4.1 — Comparaison des meilleures politiques liées aux frameworks RES et NOD, des heuristiques
HPas¢ et de leur VBS [V, Zesp, O]

Un dernier graphique (figure 4.1) permet d’observer plus précisément les huit meilleures solveurs
de la table 4.5. Nous classons ces solveurs en trois groupes distincts. Un premier groupe est composé
des deux meilleures heuristiques et de la stratégie uniforme. Il s’agit du minimum requis pour qu’une
stratégie soit considérée efficace dans cette analyse (dont la meilleure stratégie basée sur les nceuds de re-
cherche ne fait pas partie). Toujours dans ce groupe, nous pouvons remarquer a travers ce graphique que,
sous 2000 secondes de résolution, la stratégie uniforme est celle possédant les meilleures performances.
Le dernier groupe contient uniquement VBS (#°25¢) . En acheminement vers cette stratégie virtuelle
servant de témoin optimal, I’ensemble des trois stratégies basées sur le framework RES sont proches les
une des autres.
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4.5 Discussions

L’ étude proposée dans [ X1A & YAP 2018] aborde la méme problématique que celle proposée dans ce
travail mais utilise un modele différent. NOD appelle un algorithme de bandit multi-bras a chaque nceud
de la recherche. La récompense pour le bras utilisé, pour un nceud de la recherche donné, est basée sur la
taille du sous-arbre enraciné a ce nceud. NOD est, initialement, utilisé avec deux politiques d’exploration :
UCB1 et TS. Dans leur étude, Xia et Yap ont montré que NOD améliore la recherche et la rend plus robuste
que les heuristiques a 1’unité. Dans cette section et a travers notre analyse, nous soulevons quelques-uns
de leurs biais et, par la méme occasion, soulevons aussi des biais de notre modele.

4.5.1 Critiques communes

ca.cd

wdeg
ibs

chs

dom/wdeg

dom/ddeg

abs
RES(H{base, BUCBL Rupts) - |
REs(Hbase’ BUCBI, Rsuvr) _
RES(Hbase, BEXPS’ Resb) _

NOD(HP3se, Be-Creedy )
NOD(7{b2se, BH0SS) I
(') 100'000 200'000 300'000 400'000 (') 1(')0 2[')0 3l')0 4l')0
(a) Campagne entiere (b) Instance Bibd-sc-12-06-05_c18

FIGURE 4.2 — Distribution des sélections d’heuristiques [Vg, Zcsp, O]

Le modele Dans la figure 4.2, nous présentons, pour chaque stratégie (heuristiques seules ou stratégies
mixtes), la proportion d’appels a chaque heuristique pour ’ensemble de la campagne (figure 4.2a) et
pour 'instance Bibd-sc-12-06-05_c18 (figure 4.2b). Evidemment, une heuristique seule ne s’appelle
qu’elle-méme. La couleur des heuristiques seules reste la méme dans les barres empilées des stratégies a
plusieurs heuristiques. La longueur d’une barre correspond au temps nécessaire pour résoudre la ou les
instance(s).

En premier lieu, nous remarquons la forte convergence des stratégies NOD vers 1’heuristique
wdeg®®-cd négligeant rapidement les autres heuristiques (notamment pour la stratégie basée sur
e—-Greedy). Bien que ce soit le meilleur choix a produire, cette rapide convergence n’a pas ’air de
convenir a la stratégie de sélection quant a son efficacité globale. I semblerait donc que la fonction de
récompense R"*19"t permette une convergence précisément vers wdeg®®-°? (un bon choix) mais que
la stratégie globale contraigne cette heuristique a €tre perturbée par d’autres heuristiques interférant
dans son développement. De plus, rien ne certifie qu’il faille constamment converger vers wdeg®®-©9,
Cela est aussi remarquable a I’échelle de I’instance Bibd-sc-12-06-05_c18. Une fois de plus, le fait
d’entrelacer les appels au sein d’un méme run semble porter préjudice a cette stratégie.

Les stratégies RES sont, elles, beaucoup plus prudentes en ce qui concerne leur convergence. Nous
observons que les heuristiques wdeg®®- %, dom/wdeg®"® et dom/ddeg semblent étre les trois plus
appelées. Les deux premiers choix semblent cohérents quant a I’efficacité de ces heuristiques. Contrai-
rement aux autres heuristiques dont le score des variables est initialisé a 0 en début de recherche et
déléguant principale au tie-breaker lexico, dom/ddeg propose un premier ordonnancement suffi-
samment efficace pour obtenir de meilleurs récompenses des les premiers runs. C’est pourquoi, il n’est
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4.5. Discussions

pas étonnant de remarquer un important nombre d’appels a cette heuristique.
Néanmoins, cette analyse globale nécessiterait une analyse plus détaillée. Dans le chapitre 5, nous
proposons une analyse par famille, reprenant les meilleurs résultats de cette campagne.

Interaction entre bandit et fonction de récompense A travers les expérimentations, nous avons aussi
pu remarquer que I’association d’une politique de bandit et d’une fonction de récompense est importante.
Un bandit B' peut démontrer de bonnes performances avec une fonction de récompense R', et tout
au contraire, perdre en performance avec une fonction de récompense R?. A contrario, un bandit 32
pourrait tout a fait se retrouver avec de meilleures performances avec la fonction de récompense R2.
Ces interactions sont fortement liées a la distribution de récompenses que proposent ces fonctions et
I’interprétation qu’en ont les bandits. Certaines caractéristiques telles que 1’écart-type (plus ou moins
important), la stationnarité ou non de la distribution, etc., font qu'un bandit peut étre désorienté alors
qu’un autre non.

4.5.2 Critique de NOD

Modele Un premier biais provient du fait que le bandit sélectionne une nouvelle heuristique a chaque
nceud de la recherche. Ainsi, la philosophie derriere une heuristique est brisée car aucune heuristique
n’est utilisée pour déterminer un ordre de variables consécutives, mais au contraire, a chaque niveau, une
variable est donnée par une heuristique potentiellement différente. Comme au début le bandit explore
principalement, NOD ne permet pas qu’une seule et méme heuristique, méme la meilleure, soit exécutée
sur une séquence de nceuds. 11 faut attendre que NOD converge vers une heuristique pour que de réelles
séquences de choix de variable avec une seule heuristique apparaissent. A contrario, RES laisse une
seule et méme heuristique se développer pendant tout un run et conserve le comportement complet de
I’heuristique le temps de ce run.

Récompense Un autre inconvénient de NOD est 1i€ a la facon dont les récompenses sont calculées.
Chaque fois qu’une action est récompensée pour sa performance a un noeud donné, cette récompense
dépend du choix des heuristiques a I’intérieur du sous-arbre enraciné a ce nceud et non seulement de la
performance pure de I’action sélectionnée.

Un autre biais est lié a la fonction de récompense et sa dépendance a la profondeur actuelle de
I’arbre : les nceuds aux niveaux les plus hauts de I’arbre auront toujours un plus grand sous-arbre, et
ainsi, de moins bonnes récompenses. Par conséquent, la fonction de récompense ne sera pas en mesure
de discriminer les bonnes actions. Considérons le cas ou des heuristiques efficaces ont fait de bons
choix pendant les premieres décisions et une mauvaise heuristique prend les dernieres décisions, alors ce
sera la mauvaise heuristique qui recevra une bonne récompense bien que non-méritée. En général, toute
heuristique en bas de 1’arbre recevra une bonne récompense. Si la profondeur était prise en compte, ce
biais pourrait certainement étre éliminé (par exemple, le modele de [BALAFREJ et al. 2015] utilise un
bandit par niveau au lieu d’un seul pour surmonter cet inconvénient).

Choix du benchmark et actions Le benchmark dans [XIA & YAP 2018] provient de la compétition
XCSP’09 et date de neuf ans au moment de I’étude. Si I’on observe leurs résultats expérimentaux, on
constate que chaque heuristique, utilisée comme bras, a résolu plus ou moins la méme quantité d’ins-
tances. Par exemple, I’heuristique dom/ddeg se montre aussi efficace qu’une heuristique de la famille
dom/wdeg, alors que la différence est démontrée dans ce manuscrit avec la généricité du benchmark uti-
lisé. A moins que le VBS de cette sélection d’heuristiques montre une grande performance, cela montre
sinon que la difficulté des instances est telle que, chaque heuristique offre a peu pres les mémes capacités
et donc I'utilité d’un bandit pour les discriminer est faible.
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Perturbation des heuristiques Dans I’implantation de NOD, nous remarquons que toute décision prise
par une heuristique affecte I’ensemble des heuristiques. Cette pratique n’apporte pas forcément des ré-
sultats positifs. En effet, comme une heuristique posseéde une philosophie propre a elle, si celle-ci se
retrouve perturbée par la philosophie d’une autre, I’ordonnancement des variables va s’en retrouver per-
turbé. Dans le chapitre 6, nous proposons un usage de cette interaction montrant, dans un cadre précis,
des effets positifs de cette perturbation.

Actuellement, RES est aussi soumis indirectement a ce genre de perturbation : les heuristiques ne
sont pas entierement indépendantes. En effet, a chaque heuristique sélectionnée, le solveur continue
d’apprendre des nogoods et supprime des valeurs incohérentes en fin de run. Cet apprentissage peut aussi
perturber le déroulement classique de chacune des heuristiques. Néanmoins, nous remarquons dans cette
étude [WATTEZ et al. 2020], ou la configuration du solveur omettait 1’apprentissage des nogoods, que
les résultats sont semblables a ceux présentés dans ce manuscrit. Ainsi, une heuristique peut emprunter
I’apprentissage (par exemple, la base commune de nogoods) d’une autre sans étre pénalisée, et respectant
ainsi la configuration par défaut des solveurs apprenants actuels.

4.5.3 Critique de RES

Agrégation des récompenses Une critique que nous pouvons faire au modele actuel de RES est qu’il
ne différencie pas les récompenses attribuées a un bras lors des runs de différentes longueurs. En effet,
suivant la suite de Luby, tous les runs ne sont pas égaux. Ainsi, il ne serait pas surprenant de voir que
les runs de plus grandes tailles ont, en moyenne, de meilleures récompenses. Or, dans le modele actuel,
aucun mécanisme ne permet de prendre en compte ces différences. Nous voyons, dans le chapitre 5,
comment hiérarchiser ces différentes tailles de run.

Stratégie de choix uniforme Dans la figure 4.3, nous visualisons la chronologie de résolution par heu-
ristique. Le graphique de gauche (figure 4.3a) montre exhaustivement I’ensemble des instances résolues
par heuristique. Celui de droite (figure 4.3b) montre cette méme distribution en supprimant les instances
d’une heuristique qui ont été résolues plus rapidement par une autre heuristique. Nous pouvons consta-
ter, a travers ces deux graphiques, que la résolution des instances par un solveur suit une distribution
logarithmique a travers le temps. Cela explique que méme une stratégie a choix uniforme d’heuristiques
(c’est-a-dire sans apprentissage par le biais d’une fonction de récompense) résout autant d’instances que
la meilleure des heuristiques. De plus, si les instances faciles ne sont pas les mémes pour chaque heuris-
tique, le bandit uniforme aura de meilleures performances que les heuristiques seules. La raison est que,
lorsqu’une instance est facile pour I’heuristique h; et difficile pour I’heuristique hs, la stratégie uniforme
la résoudra grace aux premiers appels a h;. Si une autre instance est facile pour hg et pas pour hq, il la
résoudra avec ho. C’est pourquoi dans certaines classes de problémes, une stratégie de choix uniforme
peut étre plus efficace que n’importe quelle heuristique seule.

Malgré la naiveté de cette stratégie, il est intéressant de retenir que la forte quantité d’exploration
semble porter ses fruits quant a I’efficacité proposée. Il est aussi a noter que les heuristiques adaptatives
s’améliorent avec le temps et qu’il est important de pratiquer de nombreux essais avec elles afin d’en
retirer leurs réels potentiels.

4.6 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons proposé un nouveau framework pour configurer automatiquement 1’ op-
tion de sélection de I’heuristique de choix de variable d’un solveur CSP. Ce framework utilise un algo-
rithme de bandit multi-bras pour apprendre le meilleur choix d’heuristique pour une instance donnée.
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FIGURE 4.3 — Distributions des temps de résolution [U3, Zcsp, O]

Nous proposons un modele de bandit original et facile a intégrer, qui exploite le mécanisme de redé-
marrage du solveur CSP afin de fournir un feedback a I’algorithme d’apprentissage. Une vaste étude
expérimentale a été menée et montre que le framework proposé est plus efficace que I’état de I’art des
heuristiques et framework existants. Au chapitre 5, nous essayons de pallier certains phénomenes pou-
vant détériorer la qualité de la stratégie actuelle en proposant une nouvelle politique de bandit. Entre
temps, au chapitre 6, nous tentons de reprendre et revisiter le framework actuel afin d’y incorporer de la
perturbation bénéfique pour I’efficacité de la recherche.
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5.1 Introduction

Dans ce nouveau chapitre, nous prenons en compte les précédentes remarques afin de produire une
nouvelle politique de bandit mieux adaptée aux solveurs de contraintes, a leur mécanisme de redémar-
rage et plus précisément a la suite de Luby. Partant de cet environnement et des nombreuses remarques
précédemment extraites, nous proposons une nouvelle politique essayant de pallier les problémes de sen-
sibilité aux distributions de récompenses numériques, d’agrégation de celles-ci selon I’importance du run
et d’exploitation plus importante sur les runs longs. Aussi, nous essayons de prendre en compte les qua-
lités de la stratégie uniforme, notamment dans le fait d’échantillonner les heuristiques plus longuement
et uniformément (par exemple, une heuristique adaptative s’améliore avec le temps; les récompenses
initiales ne sont pas forcément représentatives). Enfin, une remarque faite lors de 1’analyse des récom-
penses du chapitre 3 (section 3.5.2) montre que les valeurs maximales des distributions de récompenses
sont aussi a prendre en compte.

Partant de ces constats, nous nous proposons d’employer d’autres paradigmes de bandits multi-bras,
comme proposés en section 2.4, dans le but de produire un fournoi entre les heuristiques de choix de
variable. Dans un premier temps, nous décrivons une nouvelle maniere d’interpréter la suite de Luby,
sans modifier son comportement, afin d’y appliquer cette nouvelle politique de bandit pour laquelle
nous fournissons des limites probabilistes de convergence (sous certaines hypotheses stochastiques des
heuristiques de choix de variable). L’évaluation expérimentale menée sur les instances Zcsp démontre
les avantages de cette nouvelle approche en comparaison des performances du chapitre précédent.
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5.2 ST : proposition d’une nouvelle politique de bandit

Dans la quéte d’une nouvelle politique pour améliorer 1’apprentissage de la meilleure heuristique,
une premiere approche pourrait étre de partir de la politique uniforme, déja tres performante, et lui
ajouter une touche d’apprentissage. Dans cette optique, les bandits a pure exploration (introduits dans
la section 2.4.3) proposent une premicre phase ou I’exploration est pure et uniforme, apres laquelle une
seconde phase s’en suit et exploite les connaissances précédemment acquises (les phases d’exploration
et d’exploitation ne se chevauchent pas). Dérivé de ce paradigme, nous pouvons imaginer que le bandit
explore sur des runs de petites tailles et exploite sur de plus gros runs : on fixe k' tel que 1 < ok < 9k et
2K est 1a taille du run a partir duquel le bandit exploite ce qu’il a appris. Le probleme reste d’identifier
k' étant donné la diversité d’instances proposées.

Afin d’éviter ce probleme d’identification et de répondre a un plus large panel de problemes que
nous avons rencontrés, nous nous dirigeons vers une solution utilisant le paradigme duelliste du bandit
multi-bras. Dans un premier temps, nous proposons une nouvelle maniere d’exploiter la suite de Luby
en lui donnant une forme arborescente. Suite a cette premiere constatation, nous exploitons cet arbre afin
de produire des duels entre heuristiques et proposer a chaque gagnant des runs plus importants. Nous
finissons par formaliser théoriquement ce nouveau bandit et en proposons une implantation simple.

5.2.1 Une autre vision de la suite de Luby

Une premiere observation est que, pour toute sous-séquence de la suite de Luby partant de 1 jusqu’a
un indice quelconque, s’il existe m occurrences de la valeur 2% (ott m > 0 et k > 0) dans cette sous-
séquence, il existe également 2 x m occurrences de 251 apparaissant avant la miéme occurrence de 2*.
Une vue séquentielle des premiéres itérations de la séquence est donnée par la figure 5.1a : ¢ y représente
I’indice de la suite de Luby et v la valeur associée. Ainsi, pour 7 = 2* — 1 ot T représente les T
premicres valeurs de la suite de Luby, il existe deux fois plus de valeurs 1 que de 2, deux fois plus de 2
que de 4 et deux fois plus de 4 que de 8.

> > > > > =
7 )
P
¥
‘@‘ ‘@( ‘@
v
‘@ >‘® )‘g
v
‘@( ‘@‘ ‘@
v
‘@ >‘® >‘®

(a) Vue séquentielle (b) Vue arborescente

FIGURE 5.1 — Différentes visions de la suite de Luby

Partant de cette observation, la suite de Luby peut étre observée comme un tournoi sous la forme
d’un arbre binaire qui, pour passer d’un niveau a un autre, nécessite le duel de deux occurrences de runs
de méme valeur 2¢ amenant le « gagnant » a profiter du prochain run de valeur 2*+1. Le cheminement
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de la suite est toujours le méme, mais une sémantique supplémentaire est donnée a celui-ci grace a cette
vision arborescente (figure 5.1).

Plus formellement, la séquence de Luby peut étre considérée comme un arbre binaire complet, dont
les nceuds ayant les mémes valeurs de cutoff sont organisés par niveaux. Plus précisément, une séquence
de Luby de longueur 7' = 2% — 1 est un arbre binaire complet de profondeur d, ou chaque niveau (level)
L; (pour 1 < i < d) est formé par les 27~ nceuds/candidats (cl,c?, ..., C’Z?d_l> ayant la méme valeur
de cutoff u x 2°~! (ol u est une constante fixée par le solveur). Ainsi, chaque niveau posséde la méme
quantité de budget : d’un niveau L; a un niveau L; 1 le nombre de runs est divisé par deux mais le cutoff
associé a chaque run est multiplié par deux. En lien avec cette formalisation, des travaux menés dans
le cadre des bandits duellistes sous forme de tournoi montrent des résultats de convergence [CHEN &
FRAZIER 2017].

5.2.2 Implantation

A partir de I’interface avec laquelle nous avons décrit I’implantation des précédents bandits, nous
réutilisons les trois méthodes INIT, SELECT et MAJ pour décrire cette nouvelle instance de bandit duel-
liste.

Bandit G : ST(/K : actions, d : profondeur de ’arbre, M : échantillonnage, duel : opérateur
gagnant)
1 Méthode 11T () :

2 | pour chaque m € 1..2972 faire
3 (C2m=1 CP™) <+ choix aléatoire de (i, j) € [K] x [K]Ji # j
4 fin

Méthode serECT (1) @

l,c « index_ST([t/m])
1 Clc

retourner 7;

® T & wn

9 Méthode vrJ (R;) :
10 l,c < index_ST([t/M])
1 ajout de Ry (i;) dans R

12 si |Rf| = M & c est pair alors
13 ‘ Cl(i_ll)/Q « duel(C{1,CF)
14 fin

Le bandit G, nommé ST (Single Tournament), prend en parametres le nombre d’actions K, la pro-
fondeur de I’arbre d, la valeur de I’échantillonnage M (c’est-a-dire, le nombre de répétitions d’une
méme valeur luby, de la suite) et enfin I’opérateur duel désignant le gagnant d’un duel. La méthode
INIT génére le premier niveau L; de 27~ ! candidats appariés en 29~2 duels. Les deux membres d’un
duel sont aléatoirement et uniformément tirés depuis [K| x [K] tout en évitant la sélection de deux
mémes heuristiques. La méthode SELECT sélectionne le candidat suivant en fonction du run ¢ actuel et
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de I’échantillonnage appliqué. Une fonction index_ST permet de convertir n’importe quel indice ¢ de
la suite de Luby en un couple de valeurs ([, ¢) désignant le niveau et le candidat correspondant dans le
structure C'. Par cette simple conversion, 1’action i; est assignée au candidat actuel puis retournée. Enfin,
la méthode MAJ récupere la récompense R; (i) et I’ajoute au tableau de récompenses Rj du candidat C}.
Une derniere condition vérifie s’il s’agit du candidat droit du duel et si celui-ci a complété son échan-
tillonnage; si tel est le cas, un nouveau candidat CZ(J:I)/ ? est initialisé en confrontant les deux membres
du duel grace a I’opérateur duel.

La profondeur de I’arbre peut étre surestimée en prenant un d suffisamment grand pour étre str de
proposer une valeur de cutoff permettant de parcourir exhaustivement I’espace de recherche. En pratique,
d n’a pas besoin d’étre connu a I’avance et le premier niveau de 1’arbre de recherche peut &tre construit
dynamiquement en fonction de la progression de la suite de Luby.

En ce qui concerne I’opérateur discriminant deux candidats en duel, nous proposons deux instancia-
tions — duel®! et due1™®, définies par les deux fonctions suivantes :

ey = pinr)

(rr")E(RS R

F™(CF,CF) = p(max(r), max (1))
rER] T peRy
ol p compare deux récompenses r et 7’ et retourne un 1 si r est préféré, —1 si r’ est préféré, 0 sinon. La
fonction £ compare chaque échantillon des deux candidats deux 4 deux, compte le nombre de victoires
de chacun et retourne un entier interprétable par 1’algorithme 3. La seconde fonction f™#* récupere le
meilleur échantillon de chacun des deux candidats du duel et retourne un entier discriminant les deux
candidats du duel.

Algorithme 3 : duel/ (CF, Cf/)
1 s+ f(RSRY)

2 sis > 0 alors retourner C¢;

. . /
3 sinon si s < 0 alors retourner Cf¢ ;
. / z .
4 sinon retourner C7 ou C} aléatoirement;

La fonction f est donc interprétée par 1’algorithme 3. Le candidat C} est retourné si le résultat de
la fonction est positif, ou le candidat C’f’ si ce dernier est négatif, ou alors en cas d’égalité le choix est
aléatoire.

5.3 Expérimentations

Pour les campagnes d’expérimentation qui suivent, nous analysons dans un premier temps le nouveau
bandit ST avec I’ensemble des fonctions de récompense. Dans un second temps, nous comparons cette
campagne aux meilleurs résultats obtenus jusqu’ici. Enfin, nous essayons d’observer plus en détail le
comportement de 1’ensemble des meilleures politiques.

5.3.1 Analyse et comparaison du bandit ST

Pour cette premicre campagne, nous analysons le bandit ST avec différents échantillonnages et les
deux opérateurs duel?!! et due1™*. Soit I’ensemble de solveurs U7 :
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duel € {duel®!! duel™*}
ACEigi{)(RES(Hbase Bduel Mo R)) M e {17 27 47 87 167 32} (\Il7)
R € {auvr,esb,npts}

0
T T T T T T T
530 540 550 560 570 520 530 540 550 560 570
Nombre d'instances résolues Nombre d'instances résolues
VBS (Hbase) Rj:s(/;_‘base7 B:;x.&‘ Ranvr) VBS ('Hbase) ——— RES(HbaSE, Bz{l.iv Resb)
RES(HP2, BT, , R'T) — == RES(H®®, B, 4, R™) —— RES(H®= Bl ,, R*") —— RES(HP2=e, BSL, 4, R°P)
-=- RES(H>, Es{m REE)  — - RES(HPese, BT, Rawr) —— RES(H™®, B, 5. R°®)  ——- RES(H*°, BT, R*®)
——— RES (Hbase BST Ra\lvr) -—— RES(Hbase. BEJT],II\" Rauvr) ——— RES (Hbase.’ B:gx,l(,: Resb) - RES(HbaSE, Bg‘]‘l..‘&* Resh)
— REs(Hbase BST 32 Rauvr) -—— RES(Hbase. B:IJ,J‘ Rauvr) — RES(Hbase, B::x& Resb) -—— RES(Hbase, BS']I'L”J' Resb)
— == RES(HPae, Bs'lr1 S RET) e RES(#{b2s°, BYT) === RES(H* B, ( R%) oo RES(HP2se, V)
——— RES (Hbase BST 169 Ranvr) — == RES (Hbaset 8251,27 Resb)
(@) auvr [¥7, Zesp, O] (b) esb [¥7, Zcsp, O]
2000 2000
" 1500 " 1500 A
o o
: :
= 1000 A = 1000 A
500 A 500
0 04
T T T T T T T T
520 530 540 550 560 570 520 530 540 550 560 570
Nombre d'instances résolues Nombre d'instances résolues
VBS(Hbase) ——— RES(Hbase B:_{l 16, REPE2)
RES(Hhase BST Rnpts) I RES(Hbase BST Rnpts)
—— RES(H®*°, BST | RPts) — == RES(HPese, B5T, Rupts) VBS(HPase) — == RES(HPase, BEXPS Resb)
R RES(Hbase Bs‘r | Ropts) R RES(Hbase Bs'r 3o | Ropts) R RES(Hbase. B:Zx.s’ Rapts) —— RES(Hbase. BuceL, Rapts)
[p—— RES(Hbase BST ,RFPS) -—— RES(Hbase Bs}'1 329 ,RPPS) e RES(Hbase’ B::x.éh REPts) RES(H"“E, BUCEl_'Rauvr)
— RES(/Hbase BST Rnpts) _____ RES(/Hbase BUNI — R.E:Sa_tbase7 Bi.—im ReSb) ..... mzs(g.tbase7 BUNI)
_— R_Es(/Hbase BST | g, REPEE) —_— Ms(%base‘B:;.z‘Rauvr)
(¢) npts [V7, Zesp, O] (d) Comparaison des meilleures politiques [V, Zegp, O]

FIGURE 5.2 — Variation de I’échantillonnage de ST pour chaque fonction de récompense et comparaison
avec les meilleures politiques [V7 U Uy, Zcsp, O]

Cette premiere campagne est représentée a travers la figure 5.2. Les trois premiers cactus plots com-
posant cette figure représentent, dans 1’ordre, les fonctions auvr, esb et npts. Chaque cactus plot
représente les solveurs témoins en pointillés — UNT(HP25¢) et VBS(HP25¢), les politiques ST avec la
fonction due1®!! en tirets et avec la fonction due1™* en ligne continue. Un méme échantillonnage M est
représenté par la méme couleur. D un point de vue global sur ces trois graphiques, nous pouvons directe-
ment observer que I’ensemble des solveurs implantant la politique ST dépasse largement le témoin basé
sur le choix uniforme des heuristiques. Sur 1’ensemble de ces figures, nous remarquons que 1’opérateur
duel™®* al’air de mieux s’en sortir et aussi, I’échantillonnage basé sur M = 4 possede globalement une
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plus grande régularité et robustesse.
Afin d’agrémenter la campagne actuelle par rapport a ces nouvelles performances, nous comparons
ces résultats avec les meilleurs résultats obtenus lors de la campagne avec les solveurs Wg. Soit Uy :

best(Vg) Ubest(Vy) (s)

La figure 5.2d représente un cactus plot avec les solveurs témoins (courbes en pointillés) et 1’en-
semble des plus robustes politiques d’apprentissage de la meilleure heuristique, basées d’une part sur
les classiques bandits UCB1 et EXP 3 (courbes en tirets), et d’autre part sur le nouveau bandit duelliste
ST (courbes en ligne continue). Incontestablement, nous observons que 1I’ensemble des stratégies basés
sur ST dépassent les bandits classiques, et ce, peu importe le temps d’exécution. Les trois stratégies ST
utilisant les fonctions de récompense esb et npts sont proches les unes des autres; néanmoins, nous
remarquons que RES(H2s¢, BST 40 R"PtS), bien qu’elle soit 2 une instance de la stratégie ayant résolu
le plus d’instances au moment du timeout, est celle qui domine les autres stratégies pendant les 2 000 pre-
mieres secondes d’exécution. A 1’échelle de la course entre les deux solveurs témoins, nous remarquons
que, 1a ot les bandits classiques sont a 1/3 de I’objectif VBS, le solveur implantant RES(H°2°%, BST, .,
R"Pt2) se retrouve au-dela de la mi-chemin vers la stratégie optimale (peu importe le seuil de temps).
La figure 5.1 vient appuyer les précédents dires en montrant numériquement les résultats au moment du
timeout. La politique favorite (RES(HP2¢, B3I 4 R"Pt%)) réduit le temps de résolution de 15% par

rapport a la précédente meilleure politique tout en conservant sensiblement le méme temps de résolution
commune.

| #RES.  TPS (S) | #RES. COMM. TPS COMM. (S) | #TOT.

VBS(H{P2=¢) 569 49955 531 10049 | 574
RES(7{°2=°, Bmax &R | 558 83255 531 19415 | 574
RES(HPe, BST, ,, R™%) | 557 80117 531 22330 | 574
RES(H®*°, BSL, 5, R°=) 554 88631 531 21595 | 574
RES(HP2*¢, BT , R*™*) | 553 93291 531 24514 | 574
RES(7{base BEXP3 Resb) 551 94237 531 21353 | 574
RES(7{P2s¢, BUBL Rmpts) | 551 96391 531 19320 | 574
RES(7{P2¢, BU°BL Rawr) | 551 96580 531 22382 | 574
RES(7{P2s°, BUV) 541 111503 531 24404 | 574

TABLE 5.1 — Comparaison des meilleures politiques de bandit et la politique ST [Vsg, Zcsp, O]

5.3.2 Analyse détaillée

Afin d’y voir plus clair sur le comportement qu’ont la meilleure politique ST, la meilleure politique
des bandits classiques, la politique de choix uniforme, les deux meilleures heuristiques et la politique
virtuelle et optimale (le VBS), nous proposons la table 5.2 décrivant les familles intéressantes de Zcsp.

Chaque colonne de la table 5.2 représente un solveur, chaque ligne représente une famille d’instances
mis-a-part les deux dernieres lignes correspondant a des statistiques plus globales sur la dominance en
terme du nombre d’instances résolus et de temps de résolution. Afin de simplifier I’affichage, certaines fa-
milles non-pertinentes, quant aux résultats des solveurs proches les uns des autres, sont retirées : lorsque
le nombre de résolutions est similaire entre tous les solveurs et, que le meilleur et le pire solveur ont
moins de 50% de différence en temps de résolution. Une cellule représente le nombre de résolutions et
le temps de résolution entre parentheses.

A travers cet ensemble de familles, nous décrivons quelques cas intéressants. Un premier cas, Bibd,
permet de nous rendre compte que les stratégies multi-heuristiques réussissent a égaler le VBS (le cas le

84


https://gitlab.com/productions-hwattez/solveurs-de-contraintes-autonomes/doctorat/experimentations/-/tree/main/Chap5/10_best_cs_multivarh/1B-table.ipynb

5.3. Expérimentations

o\

b7 & &
~ & 8 8
@'g) ~<7'”b 'QI:J Q’? /f, ,g?o
5 5 N S & N
& & & & £ 3
Bibd #14 (24 604s) #14 (24691s) #14 (25294s)  #14 (27740s) #10 (33818s) #10 (34 121s)
Cabinet #04 (11s) #04 (16s) #04 (16s) #04 (15s) #04 (165) #04 (22s)
CarSequencing #19 (12589s) #18 (14457s)  #18 (14833s)  #17 (17572s) #19(14704s) #15 (21013s)
ConsecutiveSquarePacking  #02 (30415s) #02 (29079s)  #01 (31230s)  #02 (29030s) #02 (30418s) #02 (30949s)
CostasArray #06 (96s) #06 (140s) #06 (299s) #06 (334s)  #06(152s)  #06 (5265)
CoveringArray #06 (101s)  #06 (344s) #06 (228s) #06 (283s)  #03 (7206s)  #06 (102s)
cril #04 (20s) #04 (24s) #04 (28s) #04 (45s) #03 (2640s)  #04 (202s)
Crossword #10 (22704s) #10 (23459s) #10 (24759s)  #09 (24879s) #10 (23724s) #10 (23 104s)
Dubois #14 (12806s) #12 (16623s) #11 (17625s)  #11(19551s) #10 (20544s) #14 (12 806s)
Eternity #07 (19982s) #07 (19537s) #07 (21703s)  #06 (21667s) #07 (19994s) #06 (21 691s)
frb #06 (26 781s) #05 (28 597s) #03 (31219s)  #05 (28708s) #03 (31214s) #05 (27 507s)
geometric #04 (22s) #04 (29s) #04 (29s) #04 (455) #04 (64s) #04 (34s)
GracefulGraph #08 (21894s) #07 (24065s)  #08 (21796s)  #08 (23631s) #08 (23883s) #08 (21933s)
graph #07 (12120s) #04 (16458s)  #03 (18694s)  #02 (19329s) #06 (15069s) #02 (19331s)
Haystacks #03 (31274s) #03 (31215s)  #03 (31307s)  #03 (31440s) #02 (33604s) #03 (31275s)
Kakuro #12 (106s)  #12 (90s) #12 (114s) #12 (207s)  #11(2428s)  #12 (108s)
KnightTour #11 (3560s)  #09 (7 384s) #10 (5748s) #09 (7 309s) #11 (3564s)  #05 (16814s)
LangfordBin #11 (14609s) #11 (14970s) #09 (19220s)  #10 (16904s) #10 (17271s) #04 (31741s)
MagicHexagon #07 (24413s) #06 (26 887s) #06 (26532s)  #06 (26514s) #07 (26098s) #07 (24 577s)
MagicSquare #22 (32145s) #21 (35736s) #21 (34 156s)  #21 (33898s) #20 (36637s) #20 (36 162s)
MarketSplit #06 (38s) #06 (67s) #06 (108s) #06 (112s) #06 (419s) #06 (130s)
mdd #04 (264s) #04 (378s) #04 (445s) #04 (818s) #04 (1381s)  #04 (279s)
MultiKnapsack #08 (23s) #08 (31s) #08 (40s) #08 (359) #08 (32s) #08 (34s)
NumberPartitioning #06 (266s)  #06 (1268s) #06 (1866s)  #05 (3117s)  #06 (545s)  #04 (5237s)
Ortholatin #01 (12003s)  #02 (9760s) #01 (12003s)  #01 (12003s) #01(12003s) #01 (12003s)
Pb #07 (30275s) #06 (31310s)  #06 (31408s)  #06 (31792s) #06 (31323s) #07 (30317s)
pigeonsPlus #06 (93s) #06 (163s) #06 (154s) #06 (210s)  #06 (155s)  #06 (218s)
Primes #06 (39s) #06 (35s) #06 (185s) #06 (88s) #06 (62s) #06 (39s)
QuasiGroup #16 (53117s) #16 (55268s) #16 (54075s)  #16 (53716s) #15(56077s) #16 (53 896s)
QueensKnights #06 (421s) #06 (477s) #06 (1213s) #06 (1072s)  #06 (537s) #06 (422s)
qwh #07 (513s)  #07 (513s) #07 (1265s)  #07(1603s)  #07 (810s)  #07 (2493s)
rand #16 (622s)  #16 (1285s) #16 (1299s)  #16(736s)  #16 (1395s)  #16 (706s)
Rlfap #29 (1760s)  #29 (3198s) #29(2061s)  #27(6579s) #29 (1765s)  #29 (3 145s)
SchurrLemma #09 (2888s)  #09 (3 1575) #09 (3241s)  #09 (3260s)  #08 (5449s)  #08 (5613s)
SocialGolfers #15 (21739s) #15(21866s)  #15 (21806s)  #15(22084s) #15(22524s) #14 (24 188s)
SportsScheduling #06 (26471s) #06 (25469s)  #06 (24498s)  #05 (26625s) #06 (26476s)  #05 (27 097s)
StripPacking #05 (33854s) #04 (36 542s) #04 (35545s)  #03 (36 143s) #05 (34005s) #03 (36 110s)
Subisomorphism #15(6521s)  #15(8059s) #15 (8 329s) #14 (8968s) #14 (10082s) #14 (8736s)
SuperSadeh #06 (62s) #06 (232s) #06 (733s) #05 (2469s)  #05(2612s)  #05 (2459s)
SuperTaillard #02 (10666s) #03 (8 611s) #03 (10151s)  #01 (12002s) #02 (10666s) #01 (12002s)
DOMINANCES (#RES.) 95.0% 75.0% 70.0% 52.5% 57.5% 57.5%
DOMINANCES (TPS) 77.5% 17.5% 5.0% 2.5% 0.0% 2.5%

TABLE 5.2 — Comparaison par famille [Vg, Zcsp, O]

plus classique), 12 ou les deux meilleures heuristiques de I’ensemble H25€ ont 4 résolutions en moins.
De plus, la stratégie ST égale de peu le VBS en terme de temps. Dans certains cas, notamment la meilleure
politique ST, le VBS est battu en terme de temps et d’instances résolus : Ortholatin et SuperTaillard.
D’autres cas, peu fréquents, montrent que la stratégie apprenante est moins bonne que la stratégie uni-
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forme : ConsecutiveSquarePacking et rand. Dans cette méme fréquence, il existe des cas ou les stratégies
multi-heuristiques s’en sortent moins bien que les meilleures heuristiques : CarSequencing et Dubois.

Les deux dernieres lignes de ce tableau nous permettent de comprendre le comportement global des
différents solveurs de cette étude. L’ avant-derniere ligne présente la proportion de dominance (égalités
comprises) des différents solveurs en terme du nombre de résolutions. En premiére place, nous ren-
controns inévitablement le VBS avec 95% de dominance, suivi des stratégies apprenantes (au-dela de
70%), puis la stratégie uniforme et les deux meilleures heuristiques avec moins de 58% de dominance ;
la stratégie uniforme est moins dominante que ces heuristiques unitaires. La derniere ligne de ce tableau
représente la dominance en terme de temps de résolution. Le VBS domine a 77.5%, 1a ou la stratégie ST
récupere 17.5% de dominance et ou les stratégies restantes oscillent entre 0% et 5%.

5.4 Discussions

5.4.1 Améliorations apportées

Les bandits utilisés avant ce dernier chapitre sont sensibles a I’écart entre les récompenses moyennes.
Or, certaines fonctions possedent des fonctions de récompense dont les moyennes sont proches les une
des autres. Une différence dans la moyenne de chacune, méme minime, peut représenter un élagage
d’arbre de recherche important; nous pensons notamment aux fonctions de récompense esb et npts
subissant une mise a 1’échelle logarithmique afin d’équilibrer la récompense pour la nature exponentielle
des tailles d’arbres explorés/élagués. Les bandits basés sur les duels, ne prenant pas en compte cette
récompense absolue, ne font que comparer relativement les bras entre eux. Ainsi, cette différence minime
entre bras est compensée par cette comparaison relative donnant la priorité a la meilleure récompense
méme avec un écart minime.

Dans la section 3.5.2, montrant la distribution des récompenses a travers les heuristiques d’origines,
nous avions remarqué que les valeurs maximales avaient aussi un impact bénéfique sur le fait qu'une
heuristique s’en sorte mieux qu’une autre. Dans cette optique, I’opérateur duel™* vient sélectionner
I’échantillon, parmi les M échantillons, ayant produit la meilleure récompense. De cette manicre, cet
opérateur préleve ponctuellement (non pas a 1’échelle de toute la durée d’exécution) les pics de grande
efficacité d’une heuristique permettant d’améliorer la progression de la résolution.

Un autre comportement des heuristiques adaptatives était a prendre en compte : celles-ci apprennent
et s’améliorent au fur et & mesure que la résolution progresse. Ainsi, les récompenses associés a ces
heuristiques ont une tendance non-stationnaire en début de recherche. La politique uniforme, n’ayant pas
de biais quant a la qualité d’une heuristique, permet d’utiliser ces heuristiques semblant moins bonnes en
début de recherche et risquant d’étre écartées dans le cas d’une politique de bandit. Ce probléme est en
partie pris en compte par la nouvelle politique ST proposant, au premier niveau de I’arbre correspondant
a la suite de Luby, le choix aléatoire et uniforme des heuristiques. Ainsi, aucun biais ne vient entraver
une possible amélioration d’heuristique en cours de résolution et aucune n’est écartée lors de ces runs de
premier niveau.

Un dernier point concernant 1I’amélioration des précédents comportement : la taille des runs est main-
tenant prise en compte. En effet, en hiérarchisant la suite de Luby, les duels ne se font qu’entre deux runs
comparables de part leurs limites avant redémarrage. Seules les heuristiques gagnantes peuvent obtenir
un run avec un plus grand budget et étre, a nouveau, comparées entre elles de facon équitables.

5.4.2 Améliorations a apporter et perspectives

Le modele actuel, de part sa flexibilité, offre des possibilités d’améliorations et perspectives intéres-
santes. Dans 1’étude actuelle, nous ne testons qu’une faible partie de ce que ST peut apporter et nous
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pensons que certains points, cités par la suite, pourraient encore améliorer la qualité de la résolution.

Un premier point concerne la constance de I’échantillonnage M. Une idée serait de décrémenter
progressivement cette valeur en fonction de la profondeur du tournoi. Théoriquement, si une heuristique
est bien meilleure que les autres et pour K = 27 heuristiques, il suffirait donc de = niveaux pour découvrir
cette meilleure heuristique. L’ échantillonnage au-dela de ces x niveaux n’a donc plus aucun intérét car
les duels seront entre une méme heuristique optimale. Des tests préliminaires tentent de diviser par 2 la
valeur de M entre niveaux (partant de différents M initiaux allant de 2 & 32) mais ne montrent pas encore
un bénéfice significatif.

Une autre étude préliminaire s’intéresse aux états d’heuristique. Simplement, I’ état d’une heuris-
tique correspond a une heuristique dont les scores, la caractérisant et permettant I’ordonnancement des
variables de I’instance, ont une valeur particuliére a un temps donné de 1’exécution du solveur. Partant
du principe qu’une récompense est associée a la qualité d’une heuristique lors d’un run donné, I’'idée
est de retenir 1’état de I’heuristique au début du run et si celle-ci produit une bonne récompense a la
fin du run, I’état de I’heuristique est conservé pour €tre exploité a nouveau par la suite. Cette idée a
d’autant plus d’intérét que, nous remarquons que les heuristiques récentes, telles que dom/wdeg®"S et
wdeg®®-°9, reformulent trés rapidement leur ordonnancement de variable pouvant ainsi produire de trés
bons résultats comme de moins bons. Ainsi, retenir des états historiques permet de replacer certains de
leurs meilleurs ordonnancement sur des runs a plus grand budget.

Dans cette étude, deux opérateurs de duel sont proposés, mais bien d’autres pourraient étre intéres-
sants. Par exemple, les opérateurs que nous utilisons jusqu’ici sélectionne la meilleure heuristique. Hors
du cadre de la politique de bandit, il serait intéressant de tirer partie de 1’apprentissage indépendant de
ces deux heuristiques (h1, et hyp) et produire une fusion prenant en compte les performances de cha-
cune. Une proposition de fusion pourrait étre de produire un ordonnancement (heuristique statique) ho
ordonnant les variables du probléme ayant produit les meilleurs nogoods construits indépendamment par
les deux heuristiques h1, et hip. L'idée serait alors de sélectionner et réinitialiser la meilleure heuristique
h1 que I’on associerait avec le tie-breaker ho composée des précédentes performances agrégées.

En extension de cette précédente idée, la structure arborescente du tournoi d’heuristiques ST pourrait
accueillir un algorithme génétique. De part sa nature, une heuristique (adaptative, plus précisément) subit
des mutations au cours de la résolution (le score associé aux variables change continuellement). Du point
de vue de la politique ST, I’échantillonnage est une belle occasion pour tester plusieurs mutations d’une
méme heuristique et sélectionner celle produisant les meilleurs résultats. Comme dit précédemment,
I’opérateur de duel pourrait se transformer en un opérateur de fusion permettant de tirer partie de la
meilleure mutation de chacun des deux candidats. Le choix de I’opérateur de fusion de deux heuristiques
demandent une nouvelle et attentive étude, car comme nous I’avons vu avec le modele NOD du chapitre
4, cela peut étre néfaste d’associer plusieurs heuristiques aux philosophies différentes.

Enfin, avec les connaissances expertes accumulées sur les heuristiques proposées (hors du cadre de
I’autonomie souhaitée dans ce manuscrit), il peut étre intéressant de sélectionner un ensemble d’heuris-
tiques proposant des performances complémentaires afin de proposer un ensemble d heuristiques plus
finement choisi au bandit. Une méthode pour choisir efficacement un ensemble de = heuristiques est
d’étudier ce que le VBS de ces heuristiques proposent comme performances tout en le bridant en divisant
le timeout par le nombre d’heuristiques inclus dans le sous-ensemble. L’idée derriere est que, un grand
sous-ensemble permettra une moins grande exploration de chaque bras, 1a ol un trop petit ensemble pro-
pose un moins large panel de performances possibles. Cet ensemble peut ainsi étre estimé hors ligne en
étudiant les performances des heuristiques a I'unité et leur VBS bridé.
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5.5 Conclusion

A travers ce nouveau chapitre, tentant d’améliorer I’usage que fait un solveur de contraintes d’une
politique de bandit multi-bras, nous explorons un nouveau paradigme qu’est la politique des bandits
duellistes. Accompagnée d’une réinterprétation de la suite de Luby, nous obtenons une suite de redémar-
rages sous la forme d’un arbre binaire. Cette formulation de la suite de Luby rend favorable ’'usage d’un
bandit duelliste en produisant un tournoi d’heuristiques nommé ST (Single Tournament).

La mise en place de cette nouvelle politique permet de nous rendre compte que plusieurs des pro-
blemes que nous nous étions posés auparavant se sont résolus : I'importance de la hiérarchie du budget
des runs et de I’équité quant a la comparaison des heuristiques, I’ interprétation relative des récompenses,
la prise en compte des valeurs maximales dans la distribution de récompenses et la sélection uniforme
des heuristiques. Tout en essayant de résoudre ces problemes, les résultats empiriques montrent un inté-
ressant gain de performance pour cette nouvelle politique, en accord avec la théorie proposée.

Enfin, cette nouvelle interprétation de la suite de redémarrage sous forme de tournoi offre de
nombreuses perspectives. Certaines d’entre elles tentent de conserver 1’aspect bandit, ol certains
parametres peuvent étre améliorées (fonction de récompense, échantillonnage, opérateur de duel, efc.).
Selon d’autres perspectives, nous pourrions y observer un algorithme génétique capable de sélectionner
les meilleures mutations d’heuristique et ainsi, de produire une nouvelle heuristique, par principe de
fusion, a chaque rencontre (appelée duel dans le cadre du bandit).
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Chapitre 6

Perturbation d’Heuristique
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6.1 Introduction

Ce chapitre entre en extension de la discussion entamée dans la section 4.5.2. Partant des principes de
perturbation que le framework NOD impose aux heuristiques, nous essayons dans ce chapitre, de propo-
ser un framework ot cette perturbation est constructive et évite les vulnérabilités extraites du framework
NOD. Il est a ajouter que la recherche avec retour en arricre est également vulnérable & un comportement
instable en raison de la nature combinatoire des problemes soumis. Au début des années 2000, les dif-
férences de comportement ont été étudiées dans le cadre des phénomenes de transition de phase [HOGG
et al. 1996] et des distributions a queue longue du temps de résolution [GOMES et al. 2000]. Ces effets
sont réduits par I’introduction de politiques de redémarrage, la randomisation [VAN BEEK 2006] et I’en-
registrement de no-goods pendant la recherche. Bien que les méthodes de redémarrage soient maitrisées,
choisir quand et ou ajouter de 1’aléatoire au sein d’une heuristique donnée reste un probleme ouvert dans
la conception des solveurs modernes. Dans ce chapitre, nous présentons plusieurs stratégies de perturba-
tion conceptuellement simples pour incorporer des choix aléatoires dans la résolution de contraintes avec
redémarrage. La quantité de perturbation est contrdlée et apprise par un framework dirigé par un bandit
sous les différentes politiques d’exploration stochastiques et adversarials présentées jusqu’ici, pendant
des redémarrages successifs.
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6.2 Travaux connexes

6.2.1 Généralités

L’introduction d’une touche de randomisation pour mieux diversifier la recherche locale et complete
s’est avérée assez efficace a la fois en SAT et en CP. Une recherche locale stochastique nécessite le bon
réglage du parametre produisant le bruit afin d’optimiser ses performances. Ce parametre détermine la
probabilité d’échapper aux minima locaux en effectuant des mouvements non-optimaux. Dans GSAT
[SELMAN et al. 1992], il est appelé le parametre de marche aléatoire et dans walkSAT [SELMAN et
al. 1994] comme étant simplement du bruit. La recherche par voisinage (Large Neighborhood Search)
utilise la randomisation pour effectuer des sauts dans I’espace de recherche tout en figeant un fragment
de la meilleure solution obtenue a un moment donné [PISINGER & ROPKE 2010].

6.2.2 EQ”: ajout d’un parametre d’équivalence

En résolution complete, la premiere preuve que la diversification peut améliorer la recherche remonte
a la recherche de Harvey et Ginsberg [HARVEY & GINSBERG 1995]. Harvey et Ginsberg ont proposé
un algorithme de recherche déterministe avec retour en arriere qui differe du chemin heuristique par un
petit nombre de décisions divergeant de celle-ci. Ensuite, Gomes et al. [GOMES et al. 1998, GOMES et
al. 2000] ont montré qu’une forme contrdlée de randomisation affaiblit le phénomene de la distribution
de coiits a queue longue (c’est-a-dire une probabilité non-négligeable qu’une instance du probléme né-
cessite un temps de résolution exponentiellement plus long que toutes les exécutions précédentes). La
randomisation a été appliquée en tant que mécanisme de tie-breaking : si plusieurs choix sont classés
de maniere égale, on choisit entre eux de maniere aléatoire. Cependant, si I’heuristique est suffisamment
robuste, elle attribue rarement le score le plus élevé a plus d’un choix. Les auteurs ont donc introduit
un parametre d’équivalence heuristique afin d’élargir I’ensemble de choix pour le tie-breaking aléatoire.
Dans leur étude, le parameétre d’équivalence est empiriquement fixé a 30%. Par la suite, cette politique
est notée EQ® — ou « représente le parametre d’équivalence, et est testée sur I’ensemble des heuristique
beas e

6.2.3 prob : une stratégie d’échantillonnage

Plus récemment, Grimes et Wallace [GRIMES & WALLACE 2007] ont proposé une fagcon d’améliorer
I’heuristique classique dom/wdeg en utilisant une procédure d’échantillonnage avant la procédure de
résolution. L’idée principale est de générer les poids des variables avec de nombreuses mais trés courtes
exécutions (c’est-a-dire des redémarrages) avant la recherche, afin de prendre de meilleures décisions
de branchement au début de la recherche. Une fois les poids initialisés, une recherche complete est
effectuée pendant laquelle les poids restent gelés ou continuent a se mettre a jour. Cette politique est
appelée prob(h), ou h est I’heuristique a échantillonner avant d’utiliser entierement 1’heuristique h
elle-méme. Dans I'idée de I’article original, la politique permettant d’initialiser la pondération d’une
heuristique h donnée est fixée a 40 runs de longueur n nceuds de recherche, ou n est le nombre de
variables, pendant lesquels I’heuristique aléatoire est appelée et modifie les résultats de 1’heuristique
sélectionnée par I’ utilisateur.

6.3 Perturbation et diversification d’heuristique

Dans ce travail, nous utilisons la randomisation pour perturber le processus de sélection des variables.
Ces perturbations sont congues pour maintenir un équilibre contrdlé entre 1’exploitation et I’exploration.
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Nous présentons des stratégies de perturbation conceptuellement simples pour incorporer des choix aléa-
toires dans la résolution de contraintes avec redémarrage. La plupart des stratégies que nous présentons
sont adaptatives, ce qui signifie que la quantité de perturbation est apprise au cours des redémarrages
successifs. Nous exploitons le mécanisme de redémarrage qui existe dans tous les solveurs modernes
pour contrdler la politique de choix aléatoires. A nouveau, nous employons les précédentes politiques de
bandit multi-bras pour déterminer a chaque run, si elle appliquera 1’heuristique standard, intégrée dans
le solveur de contraintes, ou une procédure proposant des choix de branchement aléatoires. Il s’agit d’un
probleme de décision séquentiel et, en tant que tel, il peut étre modélisé comme un probleme de ban-
dit multi-bras; plus précisément, comme un probléme a double bras. Dans un méme temps, il est aussi
proposé une version statique de cette stratégie qui perturbe une heuristique donnée avec une probabilité
fixe, dans le but de déterminer si la version adaptative retrouve cette probabilité fixée empiriquement.
Enfin, nous proposons une derniere stratégie reprenant le framework RES et diversifiant une heuristique
h grice a son tie-breaker.

6.3.1 Perturbation dirigée par un bandit

Comme précédemment indiqué, le processus de résolution de contraintes avec une politique de re-
démarrage peut étre considéré comme une séquence (1,2,--- ,T) de runs. Au cours de chaque run ¢,
le solveur appelle 1’algorithme MAC pour construire un arbre de recherche 7, dont la taille est déter-
minée par le cutoff de la politique de redémarrage. Si le solveur n’a acces qu’a une seule heuristique
d’ordonnancement des variables, disons 5, il exécutera MAC avec h aprés chaque redémarrage. Cepen-
dant, si le solveur est également autorisé a randomiser 1I’ordre de ses variables, il est confronté a un
choix fondamental a chaque exécution ¢ : soit appeler MAC avec I’heuristique h afin d’exploiter les cal-
culs précédents effectués avec cette heuristique, soit appeler MAC avec un ordre de variables aléatoire
r = rand afin d’explorer de nouveaux arbres de recherche, et potentiellement de meilleurs ordres de
variables. Ici, 7 est un ordre de variables tiré au hasard selon une distribution uniforme sur I’ensemble
des permutations de X’. Nous devons souligner que les exécutions aléatoires intermédiaires de r per-
turbent 1’heuristique classique concernée h en mettant a jour ses parametres, ce qui affecte finalement
le comportement/les performances de h. En d’autres termes, les exécutions heuristiques ultérieures ne
produiront pas les mémes ordres que dans le processus de résolution traditionnel, permettant ainsi au
solveur de s’attaquer (potentiellement) a des instances que ni h ni r ne résoudraient seuls.

La tache consistant a incorporer des perturbations dans la résolution de contraintes avec redémar-
rage peut étre considérée comme un probleme de bandit double bras : au cours de chaque exécution ¢,
nous devons décider si I’algorithme MAC doit étre appelé en utilisant h (bras d’exploitation) ou r (bras
d’exploration). Une fois que MAC a construit un arbre de recherche 7;, la performance du bras choisi
peut étre évaluée a ’aide d’une fonction de récompense définie en fonction de 7;. L’ objectif global est
de trouver une politique faisant correspondre chaque exécution ¢ a une distribution de probabilité sur
HP" = {h,r} de maniére 2 maximiser les récompenses cumulées.

L’heuristique IX présente, de facon générique, le framework accueillant le principe sus-mentionné.
Le framework PER (PERturbation policy) reprend le principe méme du framework RES (heuris-
tique VIII) a la différence que la décision de n’importe quelle heuristique influence la mise-a-
jour de I’ensemble des heuristiques. Ainsi, seules les méthodes AVANTRUN, APRESCONFLIT et
APRESASSIGNATION ont été modifiée afin de parcourir I’ensemble des heuristique H plutdt que
seule 1’heuristique #;,. En accord avec le principe de perturbation d’une simple heuristique h avec
I’heuristique de choix aléatoire 7, I’appel a cette heuristique peut étre décrit comme suit : PER(H™", B,
‘R) ou r représente 1’heuristique de choix aléatoire rand.
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Heuristique IX : PER(H : heuristiques, B : politique de sélection, R : fonction de récompense)

1 Méthode tn1T () :

t<0

K « |H|

INITB(K)

pour chaque i € [K] faire
| INITy, ()

fin

N QA R WN

8 Méthode rvaNTRUN () ¢

9 t+t+1

10 it < SELECTg(t)

11 pour chaque i € [K] faire
12 AVANTRUN%, ()

13 fin

14 Méthode 2PRESRUN ()
15 | MAIB(R:)

16 Méthode APRESCONFLIT (C)

17 pour chaque i € [K] faire
18 | APRESCONFLIT, ()
19 fin

20 Méthode APRESASSIGNATION (Pyy, Pap) :

21 pour chaque i € [K] faire
2 | APRESASSIGNATIONy, (Pav, Pap)
23 fin

24 Méthode scorE (x) :
25 ‘ retourner SCOREy, ()

6.3.2 Politique statique

Enfin, en plus des politiques de bandit adaptatives, apprenant une distribution sur A en fonction
des récompenses observées, nous considérerons la politique statique (SP — Static Policy) suivante : a
chaque tour ¢, SELECTs» choisit i avec une probabilité (1 —¢), et 7 avec une probabilité €. Bien que cette
politique présente certaines similitudes avec I’algorithme du bandit e-Greedy, il existe une différence
importante : la distribution sur #"" est fixée i I’avance, et par conséquent, SP ne tient pas compte de la
moyenne empirique des récompenses observées. En d’autres termes, MAJgse est une procédure fictive qui
renvoie toujours (1 —e¢, €). Cette politique stationnaire servira de référence pour les politiques adaptatives
dans les expériences.

6.3.3 Diversification de I’heuristique

Une autre maniere de penser la perturbation d’une heuristique est de diversifier la configuration de
celle-ci. A travers la table 3.3 de la section 3.4.2, nous avions remarqué que la simple diversification du
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tie-breaker ho associé a une heuristique h; — c’est-a-dire h; > ho — rendait le VBS correspondant plus
performant. L efficacité qu’apporte ces tie-breakers réside notamment dans le premier ordonnancement
de variables qu’ils proposent et dont I’heuristique h; s’inspire afin d’apprendre du réseau de contraintes :
il s’agit d’un premier biais trés important quant au développement de 1’heuristique A;.

Pour extraire 1’efficacité que proposent différents tie-breakers, il suffit d’emprunter le précédent fra-
mework, RES, auquel nous allons confier I’heuristique h; diversifiée par différent tie-breakers que se-
ront : lex, deg, randj, rands et rands. K = 5 bras sont ici aussi proposés afin de correspondre au
nombre de bras des précédents chapitres. Cet ensemble d’heuristiques créé a partir d’une heuristique h
est notée s5(h). rand; correspond a I’heuristique de choix aléatoire fixe dont la graine de la fonction
aléatoire est initialisée avec 1.

Une autre maniére de diversifier I’heuristique wdeg est proposée dans I’étude [CHERIF et
al. 2020b]. A Porigine, la méthode AVANTRUN gens initialise a chaque début de run une variable a a
1/10. L’heuristique est ainsi diversifiée en 1’instanciant neuf fois avec différentes valeurs de « allant de
1/10 2 9/10 avec un pas de 1/10. Afin de rester dans les termes de notre étude et le choix de K = 5 bras,
nous reprenons cette méme idée avec un pas de 2/10 entre chaque instanciation de dom/wdeg®"s, noté

a5(h).

chs

6.4 Expérimentations

6.4.1 Politiques de perturbation statique et provenant de la littérature

Dans cette premiere section expérimentale, I’ensemble des témoins sont expérimentés. Afin de ne
pas surcharger cette section, le premier ensemble de solveurs g est présenté dans 1’annexe B.1.1 :

(Pg)

base
{caizyearourt peeny | 1 €K j

z € {10,20,...,70}

Cette campagne teste la perturbation statique sur 1’ensemble des heuristiques de H*@5¢. Cette pertur-
bation est trouvée linéairement en testant I’ensemble des ratios de perturbation entre 10% et 70% avec un
pas de 10%. Au-dela de 70% de perturbation (¢’est-a-dire, d’appel a I’heuristique rand venant perturber
I’heuristique courante h), nous remarquons une décroissance généralisée de la qualité de résolution pour
toutes les heuristiques.

La campagne U recgoit les meilleurs résultats de la précédente campagne et ajoute par la méme
occasion les résultats que donnent les politiques d’échantillonnage prob(h) venant s’additionner a 1’heu-
ristique A et les politiques implantant le parametre d’équivalence des scores EQ*7 (h) et délégant a I’heu-
ristique rand en cas d’égalité :

best(Vg) U {ACE%E&%(probh +h) | h e Hbese } U {ACE}EZ%(equivm%(h))

h e ?{base
x € {0,30} }

(10)
Deux parametres d’équivalence sont testés : I'un correspond a celui trouvé empiriquement dans I’étude
[GOMES et al. 1998] — soit 30% d’équivalence, et I’autre est fixé a 0% correspondant ainsi au classique
tie-breaking en cas d’égalité stricte.

La figure 6.1 montre les résultats de la campagne sus-mentionnée. Chacune des heuristiques est
représentée par un cactus-plot indépendant. Pour un cactus plot donné, I’heuristique originale y est pré-
sentée, accompagné des deux versions utilisant le parametre d’équivalence, de la politique produisant
un échantillonnage en premier lieu et enfin la politique dont la quantité statique de randomisation a été
trouvée empiriquement.
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Dans la globalité des cactus plots de la figure 6.1, nous remarquons que la politique SP se démarque
largement. Plus en détail, nous observons que SP est la seule politique améliorant abs et ibs. Concer-
nant I’heuristique dom/ddegq, toutes les techniques associées a cette heuristique dynamique 1’amé-
liorent. L ’heuristique dom/wdeg®"® est aussi améliorée par les politiques avec le paramétre d’équi-
valence et notamment la politique SP. Enfin, un cas particulier survient avec wdeg®®-¢? pour laquelle
aucune stratégie n’améliore 1’heuristique de base.

2000 A 2000
wn %]
o o
£ £
© 1000 A & 1000
0 0
T T T T T T I T T T T T
360 380 400 420 440 460 320 340 360 380 400 420
Nombre d'instances résolues Nombre d'instances résolues
——— PER(M*2b% BPson)  —— EQ°%(abs) ——— PER(H©ibs B%Pen)  ——— EQ°%(ibs)
abs —— EQ¥%(abs) — ibs —— EQ*°%(ibs)
prob(abs) —— prob(ibs)
(a) abs (b) ibs
2000 A 2000 1
a a
£ £
ﬁ 1000 - 12 1000 A
0 T T T T T T 0 ] T T T T T T
360 380 400 420 440 460 420 440 460 480 500 520 540
Nombre d'instances résolues Nombre d'instances résolues
——— PER(HT:don/ddeg [35Paor ) prob(dom/ddeg) —— wdeg®<d prob(udeg®<d)
—— EQ**%(dom/ddeg) dom/ddeg —— EQ®% (wdege®<d) I EQSO%(wdegca.cd)
—— EQ°%(dom/ddeg) ——— PER(H7¥ae8™" BPwr)
(c) dom/ddeg (d) wdeg©a-cd
2000 1
9 1500 A
E) 1000 A
500 A
0 B
T T T T T
440 460 480 500 520 540
Nombre d'instances résolues
——— PER(}{x:don/vdeg™  SPaoy ) dom/wdeg®™™
—— EQ”%(dom/wdeg®™™®) prob(dom/wdeg™®)
—— EQ%%(dom/wdeg®™)

(e) dom/wdeg®Ps

FIGURE 6.1 — Comparaison des politiques témoins pour chaque heuristique de H*#5¢ [, Zcsp, O]
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6.4.2 Comparaison avec les frameworks basés sur un bandit

A nouveau pour éviter d’encombrer la section des nombreux résultats demandés par les campagnes
suivantes, le résultat des campagnes liées aux ensembles de solveurs Uy, W15 et U3 se retrouvent dans
les annexes B.1.2 et B.1.3.

W, représente I’ensemble des solveurs composés du framework de perturbation PER instanciant le
couple d’heuristiques H"" accompagné de I’un des bandits B (e-Greedy, UCB1, MOSS, TS, EXP3,
ST) et de 'une des fonctions de récompense R (auvr, esb, npts) :

h c bease
ACEI"™ (PER(H™",B,R)) | B € {¢-Greedy,UCB1,MOSS, TS, EXP3, ST} (1)
R € {auvr,esb,npts}

Concernant la nouvelle politique de bandit introduite précédemment, seule celle correspondant aux
meilleurs résultats précédemment recueillis est prise en compte : STyax 4 simplifiée ici en ST. Le résultat
de cette campagne est donné dans I’annexe B.1.2 dont les meilleurs résultats sont reportés et détaillés
lors de la campagne W1g4.

De la méme maniere, la perturbation d’une heuristique par la diversification de son tie-breaker ou de
paramétre interne a 1’heuristique (dans le cas de dom/wdeg®?®) est donnée par les ensembles U1, et
\1113 .

h c Hbase
ACET™™Y (RES(H®™ B,R)) | B € {e-Greedy, UCB1,MOSS, TS, EXP3, ST} (V1)
R € {auvr,esb,npts}

chs)

,B,R))

{ACEi‘ngO(REs(7—10‘5(d°m/Wdeg B € {e-Greedy, UCB1,MOSS, TS,EXP3, ST} }

R € {auvr,esb,npts}
(U13)
Le résultat des campagnes correspondantes sont affichés dans I’annexe B.1.3 et les meilleurs résultats
sont aussi reportés dans la campagne avec les solveurs de I’ensemble Uy, :

best(\Iflo) U best(\Ifll) U best(\Iflg) U best(\I’13) (Pg)

L’un des défis de la campagne qui suit, pour les politiques PER utilisant un bandit pour estimer
la quantité nécessaire de perturbation, est d’apprendre et retrouver la quantité optimale de perturbation
calculée empiriquement, voire d’améliorer ces performances.

Les figures qui suivent sont une composition de tableau de statistiques, de cactus plot et de scatter
plot. Chacune de ces compositions décrit la campagne W14 pour une famille d’heuristiques donnée.
Le tableau et le cactus plot donnent des résultats généraux, 1a ou le scatter plot va s’intéresser a la
comparaison de deux solveurs : I’heuristique d’origine et la politique 1’étendant la plus intéressante. De
maniere globale, nous remarquons que les politiques basées sur ST et la fonction de récompense npts
ont une tendance a dominer les autres. C’est pourquoi, méme si elles ne sont pas toujours optimales
localement pour une heuristique, nous présentons celle-ci comme politique optimale face a I’heuristique
d’origine dans le scatter plot. La comparaison au sein d’un scatter plot se fait entre deux solveurs pour
lesquels nous récupérons 1’ensemble des temps de résolution de chacune des instances et les placons
sur ce graphique : un point de coordonnées (z,y) correspond a une instance dont le solveur s; a mis
x secondes pour la résoudre et le solveur so y secondes. Ainsi, la comparaison se fait en fonction de
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la diagonale du graphique : plus un point est écarté de cette diagonale, plus I’'un des deux solveurs est
efficace a la résoudre. Afin d’ajouter une information pouvant étre intéressante au sein des scatter plots,
les points sont colorés en fonction de la réponse du solveur : SAT ou UNSAT.

abs Nous présentons tout d’abord la figure 6.2 représentant les performances de 1’heuristique abs et
ses variantes perturbées. Le cactus plot présente les améliorations de 1’heuristique abs. Nous voyons
que I’ensemble des politiques améliore 1’heuristique d’origine. Concernant les politiques utilisant un
bandit, il semblerait qu’abs soit plus sensible a la perturbation provoquée par 1’heuristique rand plutot
que par la diversification de son tie-breaker. La politique de perturbation basée sur un bandit ayant les
meilleures performances est PER(H»2PS, BST, R"PtS) et talonne la meilleure politique de perturbation
statique fixée a 30%.

| #RES.  TPS (S) | #RES. COMM. TPS COMM. (S) | #TOT. | %PERT.

PER(H*-2s  BSPao%) 465 121084 392 15208 497 30.0
PER(H™"%, B3, 4, R™®*) 462 121281 392 9877 | 497 32.6
PER(#{f:2bs | BUCBL Rupts) 460 136198 392 14348 | 497 33.4
PER(H™ abs. BUCBl Re=P) 459 135794 392 17157 | 497 29.0
PER(H™ abs B3, 4 R*™T) 458 128990 392 12701 | 497 25.0
PER(H™ avs, ,BSL, 4 R°) 458 129076 392 9987 | 497 21.1
PER(H{F:2bs, BUCEL Rauvr) 449 149974 392 11942 | 497 26.5
RES(’HBo(abS Be-Greedy Rupts) | 436 186206 392 12148 | 497 -
RES(7{%3(2b%) BST , ROPte) 433 188523 392 12891 | 497 -
abs 423 218888 392 14606 | 497 -

(a) Tableau de statistiques [W14, Zcsp, O]

>
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Cd
500 - o © O 58 &

abs

——— .~ e ® o
0 = " ® o r 4 (]
T T T T T q
380 400 420 440 460 10t 4 [ ) o ®
Nombre d'instances résolues o, d‘ °
r,abs 135Pa0%, r.abs 13ST esb r Lvi. ®
—— PER(}*2%, BSPso% ) —— PER(H™2s BST | Resb) /‘/,‘ P °
PER(Hr.abs Bmax< REpts ) PER(Hr‘abs’BUCBlvRauvx) — T T T
——— PER(H{F:2bs, BUCBL Rupts) —— RES(}%5(#s) ge-reedy Rowte) 10! 10% 103
’ ’ PER(’Hr,abs BST Rnpts)
—— PER(HF:2bs, BUCBL ResP) RES(H* (%) ST, R=wts) » Prax,4»
— PER(H™™® B, ,,R™)  —— abs ® SAT UNSAT
(b) Cactus plot [¥14, Zcsp, O] (c) Scatter plot [¥14, Zcsp, O]

FIGURE 6.2 — Analyse et comparaisons de 1’heuristique abs et ses versions perturbées [V14, Zcsp, O]

Le tableau de statistiques nous en dit plus par rapport a ces résultats. Nous apprenons que la poli-
tique fixe optimale, bien qu’ayant trois instances résolues supplémentaires par rapport a la politique ST,
celle-ci possede un temps de résolution similaire et cela se remarque d’autant plus sur le temps de réso-
lution des instances communément résolues : ST prend 35% moins temps a les résoudre que la politique
statique optimale. Outre ces statistiques concernant le temps, la derniére colonne renseigne la quantité
de perturbation sur I’ensemble de la campagne. L’ensemble des bandits perturbant avec 1’heuristique
aléatoire semble trouver, approximativement, la méme valeur que celle calculée empiriquement.
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Enfin, le scatter plot nous renseigne sur la distribution du temps de résolution de 1’heuristique origi-
nale abs et de sa version perturbée par le bandit ST et la fonction de récompense npts. A travers ce
graphique, nous remarquons rapidement que la version perturbée est celle récupérant la majeure partie
des instances, en terme de temps tout comme en terme de résolutions (la ou 1’autre heuristique a produit
un timeout, visible par la position extréme du point). Quelques instances satisfaisables n’ont pas pu étre
récupérées depuis 1’heuristique originale, mais les instances SAT" sont connues pour étre trouvées, en
partie, grace a 1’aléa de la recherche. Cette perte est compensée par le fait de trouver d’autres instances
satisfaisables grace a ce méme aléa. Les instances insatisfaisables demandent, elles, une recherche com-
plete de I’espace de recherche et donc une efficacité accrue de I’heuristique. Ici, nous remarquons que
seules deux instances n’ont pas pu étre récupérées car celles-ci prenaient plus de mille secondes pour
étre résolues par I’heuristique originale. En contre-partie, la version perturbée a résolu une grande quan-
tité d’instances insatisfaisables supplémentaires dont 1’heuristique d’origine n’a pas réussi a explorer
enticrement 1’espace de recherche.

ibs Le cactus plot de la figure 6.3 montre lui aussi un grand gap dans I’amélioration de I’heuristique
d’origine. Mis-a-part la politique basée sur la diversification de I’heuristique, qui ne semble absolument
pas porter ses fruits, les autres stratégies ont permis de résoudre une quarantaine d’instances supplé-
mentaires. Dans ce top, nous remarquons que les deux politiques, basées sur les bandits UCB1 et ST
s’entremélent pour la premiere place. Ces deux bandits semblent légerement plus performants que la
politique dont la valeur optimale a été fixée a 60% d’exploration.

| #RES.  TPS (S) | #RES. COMM. TPS COMM. (S) | #TOT. | %PERT.

PER(H*-ibs BUCBL Rupts) 428 82711 337 12983 447 38.8
PER(HTiPs Brﬁix,@ RPPES) 427 87971 337 16755 447 40.0
PER(HTiPs Bspeo%) 426 101638 337 18 360 447 60.0
PER(HT:1Ps BUCBL Resb) 423 99986 337 16742 447 29.1
PER(H*:ibs BUCBL RawE) 422 98044 337 19883 447 26.1
ibs 385 172473 337 15221 447 -
RES(H*>(1bs) BTS Rupts) 361 235429 337 15269 | 447 —
(a) Tableau de statistiques [¥14, Zcsp, O]
2000 10° ® . .. ° ,// )
- ° R //:0 °
g ] ° oo © ‘//,
E 1000 02 @ ®e ... :/0’ Lo
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e v/ e § ° q
| J o o° d
0 T T T T T 10 4 ‘) 25 ‘ o [ ] L4
320 340 360 380 400 420 [ ° 1$~ o
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b o
—— PER(Hibs, BUCBL Rupts) —— PER(H{Fibs, [BU0BL Raww) V. d - - -
PER(H™:ibs BST , RuPte) ibs NPER H{ribs Bs‘rm Rupts v
—— PER(HTbs, BSPeart ) RES({s3(ibs) TS Rapte) ( » Pnax,4> )
—— PER(HEbe, BUOBL Rest) e SAT UNSAT
(b) Cactus plot [¥14, Zcsp, O] (c) Scatter plot [W14, Zcsp, O]

FIGURE 6.3 — Analyse et comparaisons de I’heuristique ibs et ses versions perturbées [V14, Zcsp, O]
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Le tableau de statistiques nous indique que ces deux meilleures stratégies semblent avoir trouvé un
taux plus favorable de perturbation aux environs de 40%. Il n’est pas si étonnant de voir ce chiffre, car
dans la figure B.1b nous remarquons aussi que la politique fixe a ce taux semble aussi efficace. Nous
remarquons aussi qu’UCB1 a ’air légerement plus performant d’une instance, mais aussi en terme de
temps de résolution.

Enfin, le scatter plot montre la politique basée sur ST face a I’heuristique d’origine ibs. A nouveau,
nous remarquons au vue de la distribution des points que, presque toutes les instances insatisfaisables
sont récupérées et que quelques instances satisfaisables ne le sont pas. En contrepartie, beaucoup de
nouvelles instances de ces deux familles ont été récupérés par la stratégie de perturbation.

dom/ddeg Le cactus plot de la figure 6.4 montre de larges et nouvelles performances pour 1’heuris-
tique dynamique dom/ddeg en résolvant pres de soixante instances supplémentaires. De nouveau, la
politique basée sur ST et la fonction de récompense npts suit de peu la politique a perturbation sta-
tique fixée a 30%. Le tableau de statistiques nous montre que ces deux stratégies sont séparées par deux
résolutions et un temps de résolution assez semblable. Le taux de 30% de perturbation semble avoir été
retrouvé par la politique adaptative.

| #RES.  TPS (S) | #RES. COMM. TPS COMM. (S) | #TOT. | %PERT.
PER(’HI"“"‘/ ddeg 3SPso% ) 466 74887 396 17300 480 30.0
PER(HI’d"m/d‘deg7 BrsnzxA? RuptS) 464 74366 396 18 369 480 35.5
PER(’HI7d°“‘/ddeg7 BHoss, RrPLS) 463 74594 396 15892 480 33.4
PER(HI’d‘"m/d‘deg7 BMOSS Resb) 461 78031 396 14655 480 17.6
PER(”HI’“”‘/ddeg, B,SnzxA, RawT) 460 85696 396 17799 480 28.2
PER(Hr’d"m/ ddeg UCBL Tpauvr) 453 99382 396 16242 480 26.1
dom/ddeg 408 197059 396 12589 480 -
(a) Tableau de statistiques [V14, Zcsp, O]
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PER(Hr 405/0%08, L, 4 RP91) r,dom/ddeg ST npts
PER(}™ ¢, Boax.4) RP*)

PER ({7 -don/ddog  [3HOSS Rupts)

PER(Hr.dum/ddeg, BMDSS~Resb) ® SAT UNSAT

(b) Cactus plot [¥14, Zesp, O] (c¢) Scatter plot [¥14, Zcsp, O]

FIGURE 6.4 — Analyse et comparaisons de 1’heuristique dom/ddeg et ses versions perturbées [V,
Zesp, O]

Enfin, le scatter plot nous montre que presque toutes les instances de I’heuristique d’origine
dom/ddeg sont récupérées et que, surtout, plus d’une soixantaine sont ajoutées grace a la politique de

perturbation basée sur ST.

98


https://gitlab.com/productions-hwattez/solveurs-de-contraintes-autonomes/doctorat/experimentations/-/tree/main/Chap6/09_seedperturb_best/2C-stat_table.ipynb
https://gitlab.com/productions-hwattez/solveurs-de-contraintes-autonomes/doctorat/experimentations/-/tree/main/Chap6/09_seedperturb_best/2A-cactus.ipynb
https://gitlab.com/productions-hwattez/solveurs-de-contraintes-autonomes/doctorat/experimentations/-/tree/main/Chap6/09_seedperturb_best/2B-scatter.ipynb
https://gitlab.com/productions-hwattez/solveurs-de-contraintes-autonomes/doctorat/experimentations/-/tree/main/Chap6/09_seedperturb_best

6.4. Expérimentations

wdeg®®-°?  [heuristique wdeg®®-°? est une exception quant a I’efficacité de la politique basée sur
la perturbation par I’heuristique aléatoire (figure 6.5). Ni la politique dont la perturbation statique est
fixée empiriquement, ni celle utilisant des méthodes adaptatives n’arrivent a améliorer cette heuristique
et la dégrade méme. Heureusement, cette fois-ci, c’est la perturbation du tie-breaker de cette heuristique
qui permet de légeres améliorations de cette heuristique, déja treés performante de base, en récupérant
neuf instances : a nouveau, il s’agit de la politique de bandit duelliste, ST, qui permet de récupérer les
meilleures performances.

Le tableau de statistiques nous montre aussi 1’écart que créent ces nouvelles performances, avec
un temps de résolution réduit de plus de 25%. Nous remarquons aussi que les politiques cherchant dy-
namiquement la bonne perturbation a apporter semblent, elles-mémes, totalement perturbées par cette
heuristique en pratiquant plus de 50% de perturbation.

| #RES.  TPS (S) | #RES. COMM. TPS COMM. (S) | #TOT. | %PERT.

RES (> (ndes™ ) BST | Rupts) 553 74798 501 19166 | 567 -
RES ({55 (vdeg™ ) [MOSS pompts) 548 84269 501 24981 | 567 —
wdeg®®°d 544 101950 501 22762 | 567 —
PER(H{Fvdee™ " RBTS pauvr) 539 110739 501 24819 | 567 56.0
PER(HWdeg™ ! Re-Greedy esb) 531 125080 501 25432 | 567 61.5
PER(H{*vdeg™ " Re-Greedy pompts) 529 135137 501 29337 | 567 48.6
EQ°% (wdeg®™<d) 528 133914 501 23913 | 567 —

(a) Tableau de statistiques [V14, Zcsp, O]
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FIGURE 6.5 — Analyse et comparaisons de 1’heuristique wdeg®®-©9 et ses versions perturbées Wy,
ICSP’ C>]

Enfin, le scatter plot montre que toutes les instances insatisfaisables sont récupérées et que quelques
nouvelles ont aussi été trouvées. Seules quelques instances satisfaisables, que 1’heuristique d’origine a
mis plus de 500 secondes a résoudre, n’ont pas été récupérées.

dom/wdeg®®® La derniere heuristique étudiée, a travers la figure 6.6, montre aussi de larges perfor-
mances acquises grice aux politiques de perturbation par le choix aléatoire. La meilleure politique, basée
sur le bandit e-Greedy et la récompense esb permet de récupérer 21 instances supplémentaires par
rapport a I’heuristique d’origine. Il semblerait aussi, a travers le tableau de statistiques, que cette heu-
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ristique apprécie les hauts taux de perturbation (plus de 60% pour cette meilleure politique), bien que la
politique statique ait trouvé un taux bien plus faible et fixée a 20%.

| #RES.  TPS (S) | #RES. COMM. TPS COMM. (S) | #TOT. | %PERT.

PER (7{Tdon/udeg™" ge-Greedy paesb) 551 76818 512 20991 | 565 60.7
PER(HTdon/wdeg™ BST | Raur) 549 79783 512 23987 | 565 39.7
PER({T-don/udeg™* pge-Greedy pnupts) 549 82437 512 22785 | 565 46.0
PER(HTdon/vdeg™ BST | Resb) 547 78404 512 19822 | 565 425
PER(HFdon/wdeg™ BST | Ruwts) 545 84510 512 22614 | 565 35.7
PER ({Tdon/wdeg™ 138P205;) 545 88422 512 25565 | 565 20.0
PER ({Tdon/udeg™® |3MOSS pauvr) 541 94875 512 24826 | 565 51.2
RES({55(don/wdeg™) RTS pupts) 538 107659 512 20777 | 565 -
RES (7{03(don/udeg™) pe-Greedy pupts) | 537 101111 512 21390 | 565 -
dom/wdeg™® 530 113823 512 18575 | 565 -

(a) Tableau de statistiques [V14, Zcsp, O]
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FIGURE 6.6 — Analyse et comparaisons de I’heuristique dom/wdeg
Zesp, O]

et ses versions perturbées [U14,

Enfin, le scatter plot montrant les performances de la politique sur laquelle nous nous focalisons
depuis le début de cette analyse — PER(H2PS, BST, RPtS) montre que toutes les instances insatisfai-
santes sont récupérées et que d’autres sont récupérées grace a la perturbation.

6.5 Discussions

Perturbation et diversification De nombreuses observations utiles sont tirées de cette étude. Plus une
heuristique est inefficace, plus la perturbation est efficace. Un solveur perturbé peut compenser un choix
heuristique potentiellement mauvais fait par 1’utilisateur, car il permet d’améliorer automatiquement ses
performances en visitant des parties inconnues de 1’espace de recherche. Ceci est dli aux exécutions
aléatoires, pendant lesquelles I’heuristique acquiert des connaissances supplémentaires, autres que celles
obtenues lors d’une exécution seule. Il est montré que les stratégies adaptatives sont, la majeure partie
du temps, plus performantes ou équivalentes aux stratégies statiques dont la quantité de perturbation est
fixée empiriquement, car elles peuvent adapter leur comportement a I’'instance a résoudre et au parametre
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6.6. Conclusion

heuristique. Dans I’ensemble, les résultats montrent les avantages de la mise en place de la perturbation
dans les solveurs CP pour améliorer leur performance globale, quel que soit leur paramétre par défaut.

Néanmoins, 1’heuristique la plus performance, wdeg®®-©9, n’est pas sensible a cette perturbation.
Une autre méthode perturbant I’heuristique est le choix de son tie-breaker. Ainsi, la diversification de ce
dernier et I’'usage du framework RES permet de nouvelles performances pour chaque heuristique. Cette
technique est notamment la seule a permettre 2 wdeg®®-°“ de nouvelles performances.

Modéle ST et fonction de récompense npts Si un choix nous est demandé quant a la sélection
d’une politique de bandit suffisamment générique pour toutes les heuristiques, ce dernier s’orienterait
vers le bandit ST accompagné de la fonction de récompense npts. Cette politique a montré de larges
performances dans le précédent chapitre, tout comme dans celui-ci. Nous remarquons que les autres
politiques de bandit permettent aussi de bonnes performances, mais aucune de ces classiques politiques
ne permet une certaine constance ; a contrario de la politique ST. Dans ce chapitre, nous avons emprunté
la politique ST ayant rencontré les meilleures performances dans le précédent chapitre. Peut-étre qu’une
étude plus fine sur les parametres a assigner a ST permettrait a nouveau une marge de progression.

Amélioration des heuristiques abs et ibs Les heuristiques abs et ibs possédent, a 1’origine, un
mécanisme d’échantillonnage permettant d’initialiser leurs scores. Pour ce manuscrit, ce mécanisme est
ignoré afin de ne pas compliquer le déroulé des stratégies multi-heuristiques. C’est pourquoi, il n’est
pas si étonnant d’observer une progression, de part 1’usage de bandit pour la perturbation, chez ces heu-
ristiques demandant un échantillonnage au préalable. Dans une étude complémentaire, il pourrait étre
intéressant de vérifier la véritable marge gagnée sur ces heuristiques accompagnées de leurs échantillon-
nages de base.

D’autres perspectives Actuellement, 1’apprentissage de la perturbation et de la meilleure heuristique
est dissocié. Nous savons, grace a de précédentes expériences (NOD et d’autres, non-présentées dans
ce manuscrit, testant RES), que la perturbation globale ou toute heuristique peut perturber les autres,
est néfaste pour une résolution efficace. Néanmoins, il pourrait étre intéressant, de fagon contrdlée, de
reprendre I’ensemble H”25¢ d’heuristiques et d’y inclure I’heuristique de choix uniforme et aléatoire.
Ainsi, a chaque sélection de I’heuristique aléatoire (grace a la politique ST, par exemple), chacune des
autres heuristiques choisirait, oui ou non, si elle souhaite étre pertubée par ce choix aléatoire (la quan-
tité d’aléa peut, a ce méme titre, étre contr6lé par un bandit indépendant). De cette maniere, chaque
heuristique non-aléatoire se verrait perturbée de facon controlée.

Une autre perspective concerne la diversification et notamment I’heuristique wdeg©®- %, Actuelle-
ment, les tie-breakers sont choisis arbitrairement. La sélection de ces tie-breakers est assez cruciale : ils
doivent étre sélectionnés de maniére a rendre le comportement des différentes heuristiques h; (dans le
schéma h; > hg ol hy est le tie-breaker) tres différent. Une maniere d’étre stir que deux mémes heuris-
tiques h; aient un comportement différent serait de choisir le tie-breaker 1ex et son opposé anti-lex
de facon a ce que les deux instances de h; se concentrent sur des parties complémentaires de I’espace de
recherche.

6.6 Conclusion

Dans ce chapitre, plusieurs stratégies ont été présentées et améliorent les performances et la ro-
bustesse du solveur en perturbant ou diversifiant 1’heuristique de choix de variable par défaut. C’est la
premiere fois qu’une approche tente d’apprendre comment et quand appliquer la randomisation en ligne
et sans parametres. La recherche aléatoire contrdlée aide 1’heuristique d’ordonnancement des variables
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a acquérir des connaissances supplémentaires sur des parties de I’espace de recherche qu’elle n’était pas
destinée a explorer. Nous résumons les avantages de cette nouvelle approche :

— Les différentes techniques de perturbation améliorent constamment les performances du solveur,
indépendamment de I’heuristique utilisée comme ligne de base dans le solveur. Une stratégie
perturbée (ou diversifiée dans le cas précis de wdeg®©®- %) est toujours plus performante que son
homologue de base, tant en terme de temps que d’instances résolues.

— Les heuristiques perturbées peuvent compenser un mauvais choix heuristique fait par I’ utilisateur.
Grice a la perturbation, la performance du solveur avec une mauvaise heuristique initiale peut
atteindre ou méme dépasser la performance du solveur avec une meilleure heuristique de base. Il
s’agit d’une étape vers la résolution autonome et adaptative, ou le solveur apprend et ajuste son
comportement a I’instance en cours de résolution.

— Cette approche est générique et facile a intégrer dans tout solveur qui exploite les redémarrages.
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Extension aux Problemes d’Optimisation
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7.1 Introduction

En programmation par contraintes (CP), méme si de nombreuses extensions ont été proposées depuis
les années 70, il est habituel de traiter soit des problemes de satisfaction de contraintes (CSP), soit des
problémes d’optimisation sous contraintes (COP). En plus d’un ensemble de variables a assigner tout
en satisfaisant un ensemble de contraintes, une instance COP implique une fonction objectif a optimiser
(c’est-a-dire une fonction de cofit 2 minimiser ou une fonction de récompense a maximiser). La résolu-
tion d’une instance COP nécessite, non seulement, de prouver la satisfaisabilité (c’est-a-dire de trouver
au moins une solution), mais aussi et idéalement, de prouver 1’optimalité ou au moins de trouver des
solutions d’assez bonne qualité (c’est-a-dire proches de I’optimalité).

La recherche avec retour en arriere est une approche compléte classique pour explorer 1’espace de
recherche d’une instance COP. Cela revient a résoudre une série d’instances CSP. En supposant une
fonction objectif obj & minimiser ou initialement obj est traitée sous la forme d’une contrainte obj <
00, et chaque fois qu’une nouvelle solution de cofit B est trouvée, B est utilisée comme nouvelle borne
pour la contrainte objectif, de facon a devenir obj < B (formant ainsi une instance CSP plus contrainte).
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De cette fagon, toute nouvelle solution trouvée est garantie d’&tre de meilleure qualité (cofit inférieur) que
la précédente, et I’optimalité peut étre prouvée lorsque I’instance du probleme devient insatisfaisable.

Au méme titre que les problemes de satisfaisabilité, les solveurs de problemes d’optimisation sont
aussi soumis aux différences d’efficacité selon la sélection d’une heuristique pour une instance donnée. A
nouveau, les défis de sélection et d’apprentissage de la meilleure heuristique, ainsi que de la perturbation
d’heuristique, sont applicables dans ce cadre.

Avant d’appliquer les techniques proposées dans les précédents chapitres, nous décrivons plus préci-
sément le principe de résolution d’un solveur de contraintes sous optimisation et entamons une premiere
campagne montrant les capacités du solveur par défaut ACE et la configuration utilisée par la suite (uti-
lisant la suite de Luby). Cette premiere campagne nous donne aussi 1’occasion de présenter quelques
méthodes d’évaluation des performances en optimalité. L’ étude des solveurs d’optimisation nous a aussi
donné I’occasion d’explorer une nouvelle méthode d’amélioration agressive de la borne au cours de la
recherche. Une fois ces points décrits, nous exploitons les précédentes techniques de bandit afin d’amé-
liorer I’autonomie et la qualité de résolution de ces solveurs de contraintes sous optimisation.

7.2 Présentation des problemes d’optimisation

7.2.1 Principe de résolution

Un réseau de contraintes sous optimisation (CNO — Constraint Network under Optimization) est
un réseau de contraintes associé a une fonction objectif obj (définition 21) faisant correspondre toute
solution & une valeur® dans ID. Sans aucune perte de généralité, nous considérerons que obj doit étre
minimisée. Une solution S d’un CNO est une solution du CN sous-jacent; S est optimal s’il n’existe
aucune autre solution S’ telle que obj(S’) < obj(5). La tache habituelle du probleme d’optimisation
sous contraintes (COP — Constraint Optimization Problem) est de trouver une solution optimale pour
un CNO donné.

Comme nous le savons, la recherche avec retour en arriere est une procédure compléte classique
pour résoudre les instances de CSP/COP. Elle alterne les affectations de variables (et les réfutations)
et un mécanisme appelé propagation de contraintes afin de filtrer I’espace de recherche. Typiquement,
comme pour MAC (Maintaining Arc Consistency) qui propage les contraintes en maintenant la propriété
de cohérence d’arc, un arbre de recherche binaire 7 est construit : & chaque nceud interne de 7, (i) on
sélectionne un couple (z,v) ol x est une variable non-fixée et v est une valeur dans dom(x), et (ii) deux
cas (branches) sont considérés, correspondant a I’affectation x = v et a la réfutation = # v.

L’ordre dans lequel les variables sont choisies pendant le parcours en profondeur de 1’espace de
recherche est décidé par une heuristique de choix de variable. I’ ordre dans lequel les valeurs sont choi-
sies lors de I’affectation des variables est déterminé par une heuristique de choix de valeur; pour les
COPs, il est fortement recommandé d’utiliser d’abord la valeur présente dans la derniére solution trou-
vée, ce qui est une technique connue sous le nom de solution(-based phase) saving [VION & PIECHO-
WIAK 2017, DEMIROVIC et al. 2018].

La recherche avec retour en arriere pour COP repose sur la résolution de CSP : le principe consiste
a ajouter au réseau de contraintes une contrainte objectif spéciale obj < oo (bien qu’elle soit initiale-
ment satisfaite), et de mettre a jour la borne de cette contrainte chaque fois qu’une nouvelle solution est
trouvée. Cela signifie qu’a chaque nouvelle solution S trouvée avec un colit B = obj(S), la contrainte
objectif devient obj < B. Par conséquent, une séquence de solutions, dont la qualité est croissante,
est générée — la SATisfaisabilité est systématiquement prouvée par rapport a la borne actuelle de la
contrainte objectif, jusqu’a ce qu’il n’en existe plus aucune — ’insatisfaisabilité (UNSATisfiability) est

8. Pour simplifier la présentation, nous considérons que les cofits sont donnés par des valeurs entieres.
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finalement prouvée par rapport a la borne imposée par la derniere solution trouvée, ce qui garantit que la
derniere solution trouvée est optimale.

Tout comme nous 1’avons vu pour les CSPs, les politiques de redémarrage jouent un rdle important
dans la résolution de COPs car elles permettent de pallier le phénomene de queue longue.

7.2.2 Proposition d’évaluations

Dans la mesure du possible, nous souhaitons des méthodes dites absolues afin d’évaluer les cam-
pagnes. Ces méthodes absolues permettent d’évaluer un solveur dans son entiereté sans que I’évaluation
n’implique d’autres solveurs. C’est le cas, par exemple, dans nos précédentes évaluations de campagne
sur les instances CSP : le nombre d’instances résolues et le temps de résolution sur I’enti¢reté des ins-
tances sont indépendants de la résolution d’autres solveurs. En revanche, considérer les instances com-
munément résolues entre un ensemble de solveurs crée une dépendance entre eux. Ce dernier cas cor-
respond a une évaluation relative. Ces évaluations relatives, bien que nécessaires, sont a éviter car, tout
changement de I’ensemble de solveurs impliquent un changement pour 1’ensemble entier des évalua-
tions de solveurs. Possiblement, un solveur ayant le meilleur score dans un ensemble donné de solveurs,
si cet ensemble recoit un nouveau solveur, I’évaluation change pour I’ensemble des solveurs et 1’ancien
gagnant n’est pas forcément conservé ; le nouveau gagnant n’est pas nécessairement le nouvel arrivant.

En optimisation, les évaluations proposées sont d’autant plus sujets a la nécessité d’utiliser ces mé-
thodes relatives. Une maniere d’obtenir une meilleure interprétation d’évaluation relative est de diversi-
fier ces méthodes relatives. Tout comme pour les campagnes de CSPs, il existe des méthodes absolues
pour évaluer les campagnes en optimisation : nous pouvons compter le nombre d’instances pour les-
quelles le solveur a prouver 1’optimalité, tout comme le temps de résolution sur la campagne entiere.
L’ optimalité est une part importante de I’évaluation d’une campagne COP, mais n’est pas une évaluation
tres exhaustive. D’autres méthodes, amenant a une comparaison relative, comptent le nombre de fois ou
un solveur obtient la dominance dans une campagne : un ou plusieurs solveurs possedent la meilleure
borne de I’ensemble de la campagne a un temps donné. Une autre méthode relative tente de normaliser
les bornes de chaque solveur, a un temps donné, entre O et 1, dans le but de remarquer les solveurs étant,
de maniere globale, proche de la meilleure borne. Par la suite, nous exprimons plus formellement ces
méthodes.

Tout d’abord, nous présentons différentes notations que nous utilisons pour évaluer les résultats ex-
périmentaux. Pour des raisons de simplicité, nous continuons de considérer que nous n’avons que des
problémes de minimisation. Etant donné un ensemble Z d’instances et un ensemble ¥ de solveurs,

7
s,t

correspond a la meilleure borne (c’est-a-dire, dont le cofit est le plus faible) obtenue par le solveur s € ¥
sur 'instance ¢ € Z en t seconde(s), ou t € [0, ...,T] et T est le timeout. Nous utilisons localement les
valeurs ¢ et 1" qu’il ne faut pas confondre avec le nombre de runs et I’horizon. bi’t peut étre égale a oo si
le solveur n’a actuellement trouvé aucune solution. Nous avons également un booléen

s,t

dont la valeur est vrai lorsque le solveur a accompli une exploration complete de I’espace de recherche
de I’instance 7 en moins de ¢ secondes, faux sinon. Nous pouvons maintenant définir deux valeurs cor-
respondant respectivement a la plus petite (meilleure) et a la plus grande (pire) bornes obtenues par un
ensemble de solveurs ¥ sur une instance donnée ¢ au temps ¢ :

i

s .
min; = minb,

sev
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% 7
max, = max b
t se¥ 8t

Ces précédentes déclarations permettent de normaliser les bornes bf;,’t en empruntant 1’opération de
normalisation min-max afin de rendre possible I’agrégation des instances :

X
0, $ibyy =00
nt,o =10 1 simax; = minj
s,t
max’—b! .
—+—=t " sinon
max;—min,

Dans le cas ol un solveur n’a trouvé aucune solution, sa récompense est de 0, et dans le cas ol les bornes,
la plus petite et la plus haute, sont égales (ce qui signifie que le solveur a trouvé 1’'unique solution connue
au temps t), sa récompense est de 1. Sinon, on utilise I’opérateur min-max.

Avec ces précédentes variables en main, nous pouvons maintenant définir les opérateurs d’évaluation
pour une campagne composée des solveurs ¥ sur un ensemble d’instances Z. Pour un solveur s € W au
temps ¢, voici les différentes évaluations absolues et relatives disponibles sur I’ensemble d’instances Z :

opti 1
857}; = m X Z ]]_Ci,t

€T
. 1 .
£ = i % DLkl
i€
gquali _ i > an
s,t ‘I| ' s,t
€L

1
EXrdE = — x Zrang(z', s,t)
g

ou 1, retourne 1 si « est vrai, sinon (. La premiere évaluation, Sgﬁzti, correspond a une méthode ab-
solue calculant le nombre de fois ou le solveur s a complété la recherche (avec preuve d’optimalité ou
d’insatisfaisabilité) au temps ¢ sur I’ensemble des instance Z ; la proportion d’optimalité est calculée en
normalisant par le nombre d’instances. L’évaluation 5;13“‘1 compte le nombre de fois ol un solveur s
trouve la meilleure borne connue (c’est-a-dire, quand né’t = 1) pour une instance 7 au temps t, et ce, sur
I’ensemble des instances Z et en normalisant par le nombre d’instances : elle retourne donc la proportion
de dominance du solveur s sur I’ensemble Z d’instances au moment ¢. A travers I’évaluation ngali,
nous calculons la qualité moyenne des bornes trouvées a travers 1I’ensemble des instances de Z pour un
solveur s au moment ¢.

La derniere évaluation, Eé’grda, est basée sur une procédure proposée dans la compétition MiniZinc®.
La procédure de notation s’inspire du systeme de vote par comptage de Borda. Chaque instance est traitée
comme un électeur qui classe les solveurs. Chaque solveur marque un nombre de points égal au nombre
de solveurs qu’il a battus dans le classement (plus ou moins, selon certaines égalités entre solveurs que
nous explicitons par la suite). (c:;%rda retourne le rang moyen d’un solveur s au temps ¢ sur I’ensemble
des instances (considérées comme électeurs) Z. La fonction rang produit I’ensemble des duels entre le

solveur s et les autres solveurs s’ € W\ {s} et retourne son rang (pas nécessairement un entier) :

9. Lien vers les regles de la compétition MiniZinc : https://www.minizinc.org/challenge2021/
rules2021.html
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rang(i, s,t) = Z duel(i, s, s’ t)
s'ew\{s}

La comparaison de deux solveurs (s, s’) se fait grace a la fonction duel(i, s, s, t) pour une instance
tautemps ¢ :

(i)  Siun solveur a complété la recherche et pas I’autre
L, , sicy, # ¢y

(i)  Sinon, si la recherche est complete pour les deux
tps(cyy)
tps(cg ;) +tps(cy, )

¢
sic,

(i n (iii)  Sinon, si l'un des solveurs n’a pas obtenu de solution
duel(z, s,s,t) = ) ¢ 70 i
9999 lbé <00’ S1 st + bs/,t = o0

(iv)  Sinon, si les bornes sont différentes
ﬂbg,t<b;,7t9 si by, # by

(v)  Sinon, les bornes sont égales

tps(b;,yt)

- - sinon
tps(bg ) +tps(by, )

Le départage de deux solveurs s et s” se fait en cinq conditions et retourne soit une valeur binaire, 0 ou
1, quand les deux solveurs sont clairement distinguables, ou alors un réel entre O et 1 lorsque nous ne
pouvons discriminer les solveurs que par leur temps d’exécution. La premiere condition (i) vérifie si un
solveur, et pas 'autre, a complété entierement la recherche avec un parcours exhaustif de I’espace de
recherche : le solveur a la recherche complete regoit la récompense 1 et I’autre 0. La deuxieme condition
(i) vérifie si les deux solveurs ont communément produit une recherche compléte. Dans ce cas, la seule
maniere de pouvoir les discriminer correspond 2 la prise en compte de leur temps d’exécution avant
résolution compléte : la récompense correspond, pour un solveur s, au temps du solveur adverse s’ divisé
par leurs temps additionnés. tps retourne le temps de résolution nécessaire afin de parcourir I’entiereté
de I’espace de recherche pour le solveur s et I’instance ¢ ; ¢ est nécessairement plus grand que le retour
de cette fonction. La condition suivante (iii) vérifie si au moins un solveur n’a pas trouvé de borne : le
ou les solveurs sans solution regoivent la récompense 0, sinon 1. L’avant-derniere condition (iv) vérifie
si les bornes sont différentes : le solveur a la meilleure borne recoit la récompense 1, I’autre 0. Enfin,
le dernier cas (v) correspond au scénario ou les deux solveurs possedent la méme borne sans avoir
complété la recherche. Dans ce cas, le départage grace au temps (comme dans le cas de la condition (ii))
permet de récompenser les deux solveurs avec une valeur comprise entre 0 et 1. tps retourne le temps
de résolution nécessaire pour trouver la borne donnée en parametre pour le solveur s sur I’instance 7 ; ¢
est nécessairement plus grand que le retour de cette fonction.

Dans cette section, cinq opérateurs d’évaluation des performances de solveurs en optimisation sur un
ensemble d’instances Z sont proposés. Par la suite, ces opérateurs permettent de produire des graphiques
projetant I’efficacité, en tout temps ¢, des différents solveurs et permettent donc d’apprécier la qualité du
solveur sur tout un temps de résolution avec quatre points de vue.
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7.2.3 Evaluation du solveur ACE

Pour une premiere campagne expérimentale dans le domaine de I’optimisation et des solveurs de
contraintes, nous reprenons les différentes configurations d’ACE proposées par Wy. Soit U5 :

(P15)

r € {def, luby} }

T
{ACElC:x xz €{0,2}

Au méme titre qu’en résolution de CSPs, le solveur ACE posséde quelques particularités en optimisa-
tion que nous désactivons afin d’obtenir un solveur plus neutre pour les prochaines expérimentations. Le
solveur ACE par défaut réinitialise périodiquement le score des variables de son heuristique, ainsi que sa
suite de redémarrage (périodiquement aussi et a chaque nouvelle borne trouvée). Ainsi, nous proposons a
nouveau d’expérimenter le solveur ACE par défaut et sa version neutre (c’est-a-dire sans réinitialisation)
avec la suite de Luby. Par cette méme occasion, nous faisons varier la valeur donnée au mécanisme 1c
(Last Conflict). Les campagnes qui suivent s’appuient toutes sur I’ensemble d’instances Zcop.

Afin d’appréhender les résultats de ces quatre solveurs, nous produisons les graphiques contenus
dans la figure 7.1 partagée en deux colonnes. Nous nous intéressons tout d’abord a la colonne de gauche
correspondant a la fluctuation des quatre opérateurs d’évaluation (£55, £39mi, £3** et £horda) ep
fonction du temps ¢. Une premiere observation, a propos de ces graphiques, est qu’ils nécessitent d’étre
plus précis en personnalisant les valeurs minimales et maximales de I’axe y. Par la suite, nous proposons
une autre maniére de clarifier ces informations en sélectionnant un solveur témoin s’. La colonne de droite
de la figure 7.1 propose de soustraire a toute évaluation de solveur s de I’ensemble W5, I’évaluation du
solveur s’. Ainsi, nous observons que le solveur par défaut se retrouve, inévitablement, en y = 0 et
nous pouvons comparer bien plus aisément les performances des autres solveurs par rapport a ce solveur
témoin. Les tendances des solveurs par rapport a ce solveur témoin sont ainsi conservés des graphiques
de gauche vers les graphiques de droite avec un apercu plus clair.

Nous nous concentrons, maintenant, entierement sur la colonne de droite de la figure 7.1 afin d’étu-
dier la campagne des solveurs W15 sur I’ensemble Zop d’instances. Le premier graphique (figure 7.1b),
avec I’évaluation absolue sur le comptage du nombre d’optimalités (et insatisfaisabilités), nous montre
que les solveurs ACE par défaut sont, pratiquement, toujours plus performants que les solveurs basés sur
Luby. Plus particulierement, les solveurs retenant les deux derniers conflits sont plus performants que
leurs homologues neutres. Ainsi, le solveur témoin est ici le meilleur. Le second graphique (figure 7.1d)
montre la progression de la dominance entre les solveurs. Un changement dans I’ordre des solveurs est
remarqué : le solveur basé sur Luby, bien que plus faible au démarrage que son homologue par défaut,
a tendance a 1’égaler a I’approche du timeout. De fagcon moins prononcée, le troisieme graphique (figure
7.1f) montre aussi cette tendance avec la prise en compte plus « globale » de la qualité des solutions obte-
nues pour chaque solveur. Enfin, le dernier graphique (figure 7.1h) confirme ces deux derni¢res tendances
en montrant le classement moyen des solveurs (en comparaison au solveur témoin).

Par la suite, et en prolongement de la configuration utilisée dans les précédents chapitres, nous tra-
vaillons entierement avec le solveur ACE%L“;YO qui, dans les actuelles performances, possede une perte
oscillant entre 5% et 10% par rapport au solveur témoin. Nous considérons dés a présent que ACE}EZYO
est maintenant le solveur par défaut pour les campagnes qui suivent.

7.3 Descente agressive de borne '’

Il n’est pas rare que les problemes d’optimisation issus de 1’industrie soient faiblement contraints, ce
qui signifie qu’un grand nombre de solutions existent avec des qualités diverses dans différentes parties

10. Cette section est une étude en collaboration avec un autre doctorant du CRIL : Thibault Falque.
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FIGURE 7.1 — Comparaison des configurations de base du solveur ACE [V15, Zcop, O]
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de I’espace de recherche. Dans de telles situations, I’application de la recherche avec retour en arriere
peut étre pénalisée parce que la descente des bornes (c’est-a-dire la séquence décroissante des bornes
successivement trouvées) peut étre tres lente : la distance entre deux bornes successives peut étre plutdt
faible. Dans cette étude, nous proposons une approche pour tenter de réduire ce phénomene en modifiant
les bornes d’une maniere plus agressive : tant qu’elle est réussie, de nouvelles bornes pour la contrainte
objectif sont calculées en suivant une croissance exponentielle. Bien-siir, dans le cas ou la borne rend
le probleme insatisfaisable ou tres difficile a résoudre, le mécanisme de redémarrage nous permet de
reprendre la recherche sur des pistes plus certaines.

Méme si d’autres techniques de recherche existent dans la littérature, comme par exemple la méta-
heuristique largement utilisée Large Neighborhood Search (LNS) [SHAW 1998], dans cet article, nous
nous concentrons sur la recherche en profondeur avec retour en arriere, équipée du mécanisme de
solution(-based phase) saving qui s’est avérée étre tres efficace [VION & PIECHOWIAK 2017, DEMI-
ROVIC et al. 2018].

Nous montrons que cette approche peut rendre le solveur plus robuste, surtout au début de la re-
cherche. Dans les sections qui suivent, nous présentons le principe de Descente Agressive de Borne
(ABD — Aggressive Bound Descent) et avant de conclure, les résultats expérimentaux sont donnés.

7.3.1 Principe de la descente agressive de borne

Présentation Lors de la résolution d’une instance COP, la descente de borne est définie comme la sé-
quence D = (By, Ba, . ..) de bornes successives identifiées par 1’algorithme de recherche. A un extréme,
cette séquence ne contient qu’une seule valeur, la borne optimale. A un autre extréme, elle contient une
grande séquence de valeurs, chacune étant proche de la précédente : la descente de borne est alors dite
lente. C’est le cas lorsque la valeur moyenne de la séquence dérivée des gains (ou écarts) de bornes
G = (B1 — By, By — Bs, .. .) est petite (proche de 1).

Il est certain qu’une descente lente de borne indique qu’il y a une certaine marge d’amélioration
dans la fagon dont la recherche avec retour arriere est menée. En effet, I’énumération d’un grand nombre
de solutions proches les unes des autres avant d’atteindre I’ optimalité implique la résolution d’un grand
nombre d’instances de problemes de satisfaction dérivés et cela peut étre pénalisant. C’est pourquoi nous
proposons une politique agressive de descente de borne : la politique ABD. Au lieu de fixer la borne
stricte de la contrainte objective a B lorsqu’une nouvelle solution de colt B est trouvée, nous proposons
de la fixer & une valeur éventuellement inférieure B’.

Une premiere politique ABD simple pourrait consister a utiliser une différence statique entre B
et B': B = B — A ou A est une valeur entiére positive fixe. Cependant, cette politique statique
souffre clairement d’un manque d’adaptabilité, et de plus, fixer la bonne valeur pour A peut dépendre du
probleme et ne pas €tre tres facile a réaliser.

C’est pourquoi nous proposons des politiques dynamiques pour ABD, inspirées des études concer-
nant les suites utilisées par les politiques de redémarrage.

Pour définir des politiques ABD dynamiques, nous introduisons d’abord quelques suites classiques
d’entiers strictement positifs, c’est-a-dire des fonctions abd : N* — N¥. Bien que détaillé plus loin,
le parametre ¢+ > 1 de ces séquences correspond au nombre de mises a jour successives réussies de la
borne, c’est-a-dire de mises a jour successives agressives de la borne de la contrainte objective tout en
conservant la satisfiabilité (au sein d’un méme run).

Plus précisément, quatre suites, dont les trois premieéres sont initialement dans la section 1.3.3 a
propos des mécanismes de redémarrage, sont utilisées dans cette étude :

exp(i) = 27!
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N sig = FEEL
rexp(i) = gi— D 1 k(D) o (kD) (R42)
] 2 2

Luby (i) 2k=1, sii=2F—1
VT 1uby(i — 261 4 1), skl <i<2k o1

rev(iy— | L sii=1
P | Gi—1 x2, sinon

o1, dans I’Equation prev, G; est la iéme valeur de la suite de gains, telle que définie précédemment.
Nous ne présentons plus les trois premieres fonctions étant bien connues depuis la présentation des
mécanismes de redémarrages. Néanmoins, la derniere suite n’est pas extraite depuis la description de
ces mécanismes : prev. Celle-ci est basée sur la suite des gains, et suit également une progression
exponentielle.
Chaque suite dans ABD = {exp, rexp, luby, prev} nous permet de définir un éponyme de la poli-
tique ABD.

Généralité Soit 7 I’arbre de recherche actuel construit par 1’algorithme de recherche (c’est-a-dire
pendant le run actuel). Soit D la descente de bornes produite depuis le début du run courant, et soit
abd € ABD. L’exécution courante peut rencontrer trois situations distinctes :

1. le run en cours est arrété car le cutoff ou le timeout est atteint,

2. le run en cours est arrété parce que les algorithmes de recherche indiquent qu’il n’existe plus de
solution,

3. une nouvelle solution S est trouvée.

Tout d’abord, nous discutons du cas le plus intéressant : le troisieme. La politique ABD stipule
que lorsqu’une nouvelle solution S de cofit B est trouvée, B est ajouté a D, et la borne de la contrainte
objective est fixée & B+1—abd(i), o i = |D|. En d’autres termes, la contrainte objectif devient : obj <
B+1—abd(7); notez que 1 est ajouté & B car les fonctions abd ne retournent que des valeurs supérieures
ou égales a 1. Maintenant, nous donnons une description générale précise (traitant en particulier les
deux premicres situations ci-dessus) de la facon dont une politique ABD peut étre implantée dans une
recherche avec retour en arriére.

Exemple d’implantation La fonction solve, algorithme 4, tente de résoudre le COP P grace a I’'usage
de la politique de descente agressive de bornes abd spécifiée.

Algorithme 4 : solve(P, abd)
Output : Bp..Bp, runStatus

1 Bp..Bp + —00.. + 00;

2 faire
3 | P,runStatus < run(P,abd);
4 tant que runStatus = CONTINUE;

5 retourner (Bp..Bp,runStatus);
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Tout d’abord, les bornes inférieure et supérieure, désignées par Bp et Bp, de la fonction objectif de
‘P sont respectivement initialisées 2 —oco et 400 (ou toute autre valeur pertinente pouvant étre précalcu-
1ée). Pendant la recherche, ces bornes seront mises a jour (mais pour des raisons de simplicité, cela ne
sera pas explicitement montré dans le pseudo-code). A la ligne 2, la séquence de runs (redémarrages) est
lancée. Chaque fois qu’une nouvelle exécution est terminée, elle renvoie le réseau de contraintes (éven-
tuellement mis a jour avec certaines contraintes ou certains nogoods qui ont été appris ; ceci sera discuté
plus en détail plus tard) ainsi qu’un statut. Le statut prend 1’une des valeurs suivantes : CONTINUE si le
solveur est autorisé a poursuivre avec un nouveau run; COMPLETE si le dernier run a exploré exhausti-
vement I’espace des solutions ; INCOMPLETE si le solveur a atteint la limite de temps sans avoir exploré
enticrement 1’espace de recherche. Enfin, la fonction renvoie les meilleures bornes trouvées (dans le cas
ou I’optimalité€ a €t€ prouvée, nous avons Bp = Bp) et I’état final de la recherche.

La fonction run, algorithme 5, effectue une recherche, en suivant les politiques de redémarrage et
de abd. Avant d’aller plus loin, nous devons introduire la notion de safe/unsafe : lorsqu’on demande au
solveur de diminuer agressivement sa borne objective, nous pouvons entrer dans une partie de I’espace de
recherche qui est UNSAT. Si I'insatisfaisabilité est prouvée pendant 1’exécution actuelle, cela peut étre
di a notre approche agressive, et par conséquent, nous devons traiter ce probleme. Ce point est abordé
ci-dessous.

La fonction commence par initialiser un compteur ¢ a 1. Il correspond au nombre de fois ot ’on a
essayé de trouver une nouvelle solution pendant 1’exécution courante. A la ligne 2, 3; est la séquence
de décisions prises le long de la branche la plus a droite du run actuel, juste avant de commencer la
prochaine tentative de trouver une nouvelle solution ; de cette facon, nous pouvons continuer a chercher
a partir du mé&me endroit (en pratique, nous reprenons simplement la recherche apres ’avoir arrétée).
Initialement, aucune décision n’est prise (et donc, 331 est ’ensemble vide). D’un point de vue pratique,
comme nous le verrons, seules les deux dernieres séquences X; et ;1 seront utiles (pour traiter les cas
de résolution safe et unsafe).

Ensuite, 1’algorithme effectue des parcours itératifs tant que de nouvelles solutions peuvent étre trou-
vées. A chaque tour de boucle, la prochaine limite d’écart A est calculée en sollicitant la politique abd et
1 est incrémenté (lignes 4 et 5). Pour effectuer une partie de la recherche, la fonction search_next_sol
est appelée, tout en considérant la séquence spécifiée de décisions de départ, et I’écart de borne spécifié.
L’écart A est utilisé par search_next_sol pour calculer une borne supérieure temporaire B’ qui rem-
place la borne supérieure courante Bp : ona B’ = Bp — A + 1, forgant alors la contrainte objectif a étre
f < B’ pendant cet appel 2 search_next_sol. Si une nouvelle solution de colit B (nécessairement,
B < B’) est trouvée par search_next_sol, I’appel est arrété, et la contrainte objectif est mise a jour
pour devenir sans risque f < B. Sinon, I’appel est arrété (parce que les limites de cutoff ou de temps
sont atteintes), et la contrainte objectif est mise 2 jour pour devenir f < Bp (en récupérant la précédente
borne supérieure). Pour résumer, cette fonction met implicitement a jour les bornes d’optimisation avant
de retourner la nouvelle séquence de décisions (I’endroit exact ol la recherche s’est arrétée) et un statut
(local). Le statut local est soit SAT, auquel cas I’exécution peut se poursuivre avec une nouvelle itération
de la boucle, soit une valeur parmi UNSAT, CUTOFF_REACHED et TIMEOUT.

Le run actuel exécute nécessairement certaines vérifications a partir de la ligne 8. A cette ligne, un
booléen est défini, nous informant si I’exécution actuelle était sfire ou non, en ce qui concerne la derniére
valeur A calculée. Lorsque la limite de temps globale est atteinte, le réseau de contraintes et 1’état IN-
COMPLETE sont renvoyés (lignes 9 et 10). Lorsque le statut local notifie UNSAT, nous avons deux cas
a considérer. Si la recherche en cours a été effectuée de facon safe, COMPLETE peut étre retourné car
I’espace de recherche est garanti d’avoir été entierement exploré. Sinon, CONTINUE est retourné avec le
réseau de contraintes P intégrant éventuellement quelques nouvelles contraintes (nogoods). La notation
P @ nld(X;—1) indique que tous les nogoods qui peuvent étre extraits de I’avant-derniére séquence de
décisions (voir [LECOUTRE ef al. 2006]) sont ajoutés a P ; ceci est valable car cette séquence était celle
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Algorithme 5 : run(P, abd)
Output : (P, status)

11+ 1;
i — @;
faire
A + abd(i);
11+ 1;
Y, status < search_next_sol(P,%;_1,A);
tant que status = SAT;

[

N & AW

g safe — A =1;

9 si status = TIMEOUT alors
10 ‘ retourner (P, INCOMPLETE)
11 fin

12 si status = UNSAT & safe alors
13 retourner (P, COMPLETE)
14 fin

15 si status = UNSAT & -—safe alors
16 retourner (P & nld(X;_1), CONTINUE)
17 fin

18 si status = CUTOFF_REACHED & -—safe alors
19 retourner (P @ nld(X;_1), CONTINUE)
20 fin

21 si status = CUTOFF_REACHED & safe alors
22 retourner (P @ nld(%;), CONTINUE)
23 fin

correspondant a la derniere solution trouvée. Lorsque I’état local notifie CUTOFF_REACHED, on peut
aussi continuer, tout en considérant 1’ajout de quelques nogoods de redémarrage, a partir de 3J; ou ;1.

Nous concluons cette section par deux remarques. Premiérement, I’algorithme est introduit dans le
contexte d’un schéma d’enregistrement de nogoods 1égers (seuls sont considérés les nogoods qui peuvent
étre extraits de la branche la plus a droite, lorsque la recherche est temporairement arrétée). Cependant,
il est possible de I’adapter a d’autres schémas d’apprentissage, en gardant la trace du moment exact
ou un nogood (clause) est inféré ; ceci est purement technique. Deuxieémement, il y a un cas spécifique
concernant I’insatisfaisabilité : si jamais nous rencontrons une situation oit B’ < Byp en essayant de fixer
une nouvelle borne supérieure temporaire B’ pendant 1’exécution actuelle, la suite est réinitialisée en
forcant le retour de 7 = 1 et B’ est recalculé.
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7.3.2 Travaux connexes

Recherche dichotomique de la borne Dans [STREETER & SMITH 2007], une approche connexe a été
proposée : 1’étude tente de faire converger le solveur d’optimisation plus rapidement vers des solutions
de bonne qualité en appliquant de fortes restrictions sur les limites. Particulierement dans cet article, une
forme générale de stratégie de requéte est définie, accompagnée de garanties théoriques, et dont quelques
stratégies spécifiques sont décrites. Ces stratégies correspondent a une forme de restriction dichotomique
faite en considérant les limites connues (min et max) ainsi que d’autres limites liées au temps (¢_min et
t_max) correspondant aux bornes pour lesquels un trop important budget de temps a été alloué. Dans
notre cas, bien que nous prenons en compte la limite min, nous n’accordons pas autant de temps de
résolution pour cette limite (cela nécessite un budget supplémentaire conséquent) et nous essayons de
nous concentrer sur la limite max; dans les faits, nous n’utilisons pas de mécanisme dichotomique pour
trouver une nouvelle limite, mais plutdt des séquences (exponentiellement croissantes) pour mettre a
jour rapidement la limite max. Par ailleurs, le solveur implantant ABD n’a pas besoin de modifier sa
fonction de redémarrage car la fonction de redémarrage et la fonction abd sont indépendantes (et donc,
le mécanisme ABD peut étre considéré comme moins intrusif), l1a ou le solveur de I’étude en question
impose un budget a chaque requéte.

Enfin, dans [STREETER & SMITH 2007], les auteurs concentrent principalement leur expérimen-
tation sur des problemes spécifiques d’ordonnancement alors qu’ici nous testons un large éventail de
problémes COP; alors que des appels sont faits a un solveur SAT dans [STREETER & SMITH 2007],
nous intégrons directement ABD dans un solveurs CP.

Branchement par division du domaine Comme autre approche connexe, nous pouvons aussi men-
tionner la division de domaine (par exemple [VAN HOEVE & MILANO 2004]) dont le rdle est de parti-
tionner le domaine de la variable sélectionnée par 1’heuristique de choix de variable, et de brancher sur
les sous-domaines résultants. Lorsque la fonction objectif est simplement représentée par une variable
autonome (dont la valeur doit étre minimisée ou maximisée), une approche de division de domaine peut
étre réglée pour simuler une descente de borne agressive. Cependant, aucun contrdle n’est possible car
aucun mécanisme ne permet d’abandonner des choix trop optimistes, contrairement a ABD qui est bien
intégrée dans une politique de redémarrage. De plus, lorsque la fonction objectif a une forme plus gé-
nérale qu’une variable (comme par exemple une somme ou une valeur minimum/maximum a calculer),
il n’existe pas de correspondance directe (et introduire systématiquement une variable auxiliaire pour
représenter I’objectif peut étre trés intrusif, voire source d’inefficacité, pour le solveur).

Heuristique primaire Enfin, notons que la question d’éviter les longues séquences de solutions qui
s’améliorent lentement a été abordée en MIP (Mixed-Integer Programming) par I’introduction d’heuris-
tiques primaires, qui visent a trouver et a améliorer les solutions réalisables au début du processus de
résolution.

7.3.3 Expérimentations

Cette section présente quelques résultats expérimentaux concernant 1’approche ABD sur un large
éventail de problémes d’optimisation (Zcop). L’ approche a été implantée dans le solveur ACE. Dans le
cas de ce solveur, le retour a un état historique de I’apprentissage n’est pas possible : certains méca-
nismes d’apprentissage au niveau des contraintes globales ne permettent pas de retour « simple » a I’état
précédent. Ainsi, contrairement a I’implantation proposée plus haut, ACE conserve 1’apprentissage de
fin de run peu importe 1’état de la variable safe. Si, a un moment donné, le solveur trouve une borne
insatisfaisable et que la résolution est actuellement unsafe, celui-ci réinitialise entierement le réseau de

114



7.3. Descente agressive de borne

contraintes (le domaine des variables est restauré et la base de nogoods est vidée) pour s’assurer de la
véracité des dernieres bornes trouvées par le solveur unsafe. 1l est probable que cette implantation rende
le processus agressif moins efficace.

Afin de juger de I’efficacité de cette nouvelle proposition de progression agressive de la borne et de
I’implantation qu’il en est faite sur ACE, nous proposons I’ensemble W14 comme campagne expérimen-
tale :

{ACE}EZ%(abdf) f € {exp, rexp, luby, prev} } (U16)

Cet ensemble étant maintenant défini, celui-ci est expérimenté sur I’ensemble Zop d’instances, dont

la figure 7.2 propose une vue des nouvelles performances des solveurs implantant ABD et ses différentes

suites, en comparaison avec le solveur par défaut (sans implantation d’ABD). La figure 7.2 met a disposi-

tion les quatre types d’évaluations (optimalité, dominance, qualité des solutions et classement de Borda)
proposés plus haut.
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le solveur s’ = original solveur s’ = original

FIGURE 7.2 — Comparaison des différentes politiques de descente agressive de borne [V16, Zcop, O]

Une premiere remarque est que le caractere optimal ne s’en retrouve que peu changé avec la poli-
tique ABD. Ceci n’est pas si étonnant car, la particularité de la politique ABD est d’étre agressive avec
des bornes dont la progression est lente. A 1’approche de la borne optimale, la recherche demande au
contraire une progression plus fine afin de ne pas dépasser la borne et rechercher inutilement du coté
UNSAT de I’espace de recherche. 11 est donc rassurant de voir a travers la figure 7.2a que cette optimalité
ne fluctue, en moyenne, que d’a peine un demi pour-cent par rapport au solveur par défaut. Néanmoins,
nous remarquons que la politique basée sur prev chute & —1.5% sur les premiers temps d’exécution.

Les graphiques sur la dominance et la qualité des solutions trouvées (figures 7.2b et 7.2c) nous
montrent plus précisément I’impact de la politique agressive. Cette fois-ci, les politiques implantant ABD
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sont constamment supérieur au solveur par défaut, notamment les deux suites a progression exponen-
tielle : exp et prev. Ces graphiques sur la dominance et la qualité des bornes montrent respectivement,
pour les meilleures politiques, entre 4% a 6% de performance supplémentaire et 6% a 8%.

La dernier graphique, prenant en compte globalement ces trois précédents criteres, met aussi en
avant les deux précédentes politiques ABD : exp et prev. Nous remarquons que ces deux politiques se
placent, en moyenne, entre 0.1 et 0.2 place au-dela du solveur par défaut.

7.3.4 Conclusion et perspective de la politique ABD '!

Bien que les performances ne dépassent pas les dix pour-cent dans ces expérimentations d’ABD,
celles-ci semblent tout de méme proposer une plus grande robustesse du solveur. Sous d’autres confi-
gurations telles que dans I’article [FALQUE et al. 2021a], ou ACE conserve son comportement initial
(ACES#L ), la progression est plus flagrante et progresse au-dela de 10%. Toujours dans cette étude, ABD
est implanté dans le solveur Pseudo-Booléen Sat4j [LE BERRE & PARRAIN 2010], avec une gestion
plus fine du caractere safe (grace au principe de selecteur permettant de sélectionner simplement les
connaissances a conserver ou non), et montre des performances montant jusque 20% par rapport au
Sat4j par défaut. Dans I’ensemble de ces cas, nous remarquons une grande robustesse sur les premiers
temps d’exécution (les 500 premieres secondes), puis la configuration par défaut a tendance a rejoindre
la configuration implantant ABD. Cet effet est explicable par le fait que ces deux types de progression
sont toutes deux soumises a une amélioration logarithmique de la borne (une grande amélioration de la
borne est possible en début de recherche, puis réduite avec le temps) : ce logarithme est plus agressif
pour ABD mais subit fatalement un ralentissement, 1a ou la progression logarithmique de la solution par
défaut est plus douce et joint doucement la progression logarithmique d’ABD.

Quelques perspectives s’offrent a nous concernant 1’état actuel de la politique ABD et I’application
de la dichotomie telle que proposée dans [STREETER & SMITH 2007]. Cette étude introduit un langage
de requéte 2 un solveur SAT : « Existe-t-il une solution dont le cofit est inférieur 2 B’ ? ». A mi-chemin
entre cette politique et celle d’ ABD souhaitant préserver un maximum de budget de recherche c6té bornes
satisfaisables et au sein d’une mé€me résolution, il pourrait étre intéressant de lancer une requéte dérivée
de celle-ci, lors d’un run a budget fixé par la suite de redémarrage (Luby, par exemple) : « Sachant la
progression de la borne depuis le début de la recherche et le budget du futur run, 2 combien fixe-t-on, de
facon raisonnable, la prochaine borne B’ ? ».

7.4 Apprentissage et perturbation d’heuristique

Nous revenons maintenant au sujet principal de ce manuscrit, en appliquant les résultats les plus
prometteurs des précédents chapitre a celui-ci se focalisant sur les problémes d’optimisation. Nous éva-
luons, dans un premier temps, I’ensemble H 3¢ des heuristiques que nous nous proposons comme
base de comparaison et comme ensemble d’heuristiques pour les politiques multi-heuristiques. Une fois
ce point de vue global observé, nous appliquons les politiques, ayant eu les meilleurs bénéfices, pour
I’apprentissage de la meilleure heuristique dans le cadre de la résolution sous optimisation. Enfin, nous
essayons d’améliorer chacune des heuristiques a 1’unité grace aux politiques de perturbation.

7.4.1 Evaluation de 7{P2s®

Commencons par comparer les heuristiques provenant de 1’ensemble H°25¢. Soit I’ensemble de
solveurs W7 :

11. Quand les lettres du sigle A;jB2D4 sont indicées par leur position dans 1’alphabet, nous pouvons remarquer la méme
progression (exponentielle) que certaines des suites exploitées par... ABD elle-méme !
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FIGURE 7.3 — Comparaison des heuristiques de H**5¢ [U17, Zcop, O]

La campagne correspondant aux expérimentations de W7 sur les instances Zqqp est représentée par
la figure 7.3. A I'image des résultats que nous avons jusqu’ici, les heuristiques de 1’ensemble #°25¢
se comportent et se classent de la méme maniere. Nous observons les deux meilleures heuristiques
wdeg®®-°? et dom/wdeg®"constamment aux deux meilleures places, peu importe le type d’évalua-
tion. Nous voyons aussi que le caractere dynamique de 1’heuristique dom/ddegqg lui permet de bonnes
performances en optimalité, mais récupere la derniere place pour les autres évaluations. abs et ibs ont
des résultats intermédiaires.

7.4.2 Apprentissage de la meilleure heuristique

Dans cette section, nous nous intéressons a I’application du bandit ayant proposé les résultats dont le
compromis entre efficacité et régularité était le meilleur — ST, accompagné de la fonction de récompense
npts. Soit I’ensemble de solveurs ¥qg :

(P1g)

all max
{pestymeseuee, bz roveey | 2 L e

x € {4,8}

La figure 7.4 nous informe de la qualité des différents solveurs de W1g. Globalement, nous remar-
quons qu’il semble compliqué de battre la meilleure heuristique (dont le solveur associé est choisi comme
témoin dans la comparaison) dans cette campagne sous le theme de 1’ optimisation. La stratégie uniforme
nous informe que cette fois-ci et sans apprentissage, il n’est pas possible d’égaler la meilleure heuris-
tique. Les résultats de 1’évaluation basée sur la proportion d’optimalité semble rapporter de nouveaux

117


https://gitlab.com/productions-hwattez/solveurs-de-contraintes-autonomes/doctorat/experimentations/-/tree/main/Chap7/16_select_h_and_tb/2A-plots.ipynb

Chapitre 7. Extension aux Problemes d’Optimisation

0.010 4 — RES(H™®, B, 5, R™") 7 —— wdege>d
g:; | PR REs(Hbase,B’i:xA‘Rnpts) 5:; —_— RES(Hbasengzxvg'Rnpts>
&7 0,005 l g —— RES(H™, BT, | R™P) 0051 UNT(325°)
'i‘w; 0.000 = —— BES(H™°, B, ;. R¥P%) 3. — RES(H™*, B 5, R™™)
w UNI(H®25) & — RES(H™, B, ;. R™™)
—0.005 e degd —0.109 —— RES(H0, BT, ,, R7)
T T T T T . T T T T T .
0 500 1000 1500 2000 2500 0 500 1000 1500 2000 2500
Temps t Temps ¢

(a) Différence de proportion d’optimalité avec le solveur (b) Différence de proportion de dominance avec le sol-

/ ca.cd / ca.cd
s = wdeg veur s’ = wdeg
0.025
W — RES(Hbasa. anlzxg Rnpts) . 0.04 — R.ES(H"“E, Bi:x © Rnpts)
é - 0.000 4 . /\ﬂ‘\"\\”w —— udegeecd E? . —— RES(H"s, BT, REPt)
N L 5
t‘r“f —0.025 4 fg'/m/ —— RES(H®™*, BSL, ,, R™™) ‘*‘3 —— RES(MPe, BT, RRPE)
—_— —0.24 W .cd
3 00501 RES(H™°, BY], g, R™*) 5 wdeg“a:
%3 UNT(HPes) & UNI(HP25¢)
—0.075 4 —— RES(H™, BT, | ™) —o0ad —— RES(HY, B, Ro)
T T T T T g T T T T T ?
0 500 1000 1500 2000 2500 0 500 1000 1500 2000 2500
Temps ¢ Temps t

(c) Différence de la qualité moyenne des solutions avec (d) Différence du classement moyen de Borda avec le
le solveur s’ = wdeg®® ¢ solveur s’ = wdeg®® <

FIGURE 7.4 — Comparaison des politiques de sélection des heuristiques de HP3SE (W15, Zeop, O]

résultats négligeables par rapport a ce que propose le solveur témoin, il n’est donc pas intéressant de
prendre en compte ce critere.

Pour ce qui est du critere de dominance, il est a notifier qu’il existe un biais dans cette mesure :
lorsque des stratégies possedent des caractéristiques équivalentes entre elles et qu'une autre posseéde un
comportement bien a elle, et bien les stratégies au comportement similaire vont se faire concurrence pour
récupérer les points de dominance, tandis que la stratégie au comportement a part récupere la dominance
qu’elle acquiert naturellement. Pour cette mesure, il serait bien plus intéressant de comparer les solveurs
par paires, plutdt que globalement. Les évaluations basées sur les criteres de qualité et de classement de
Borda ne sont pas sujets a ce biais : 1’un car il compare un critere continu (la qualité d’une solution est un
nombre réel entre dans [0; 1] alors que la dominance est binaire) et I’autre car il agrége des comparaisons
par paire.

Les deux derniers criteres semblent les plus appropriés pour pouvoir juger bon de la qualité des
solveurs. Nous remarquons globalement que les solveurs apprenant la meilleure heuristique ont 1’air
particulierement, et naturellement, plus en difficulté en début de résolution par rapport a 1’heuristique
seule wdeg©®- 9, Cela se comprend car il est nécessaire d’explorer avant de commencer 2 exploiter la
meilleure heuristique. Aux environs du timeout, les stratégies multi-heuristiques semblent tout de méme
rejoindre au moins les performances de la meilleure heuristique, mis-a-part les stratégies uniformes et
celle basée sur I’opérateur duel®'! et 1’échantillonnage fixé a 4, se rapprochant plus lentement de

wdeg®® %, La stratégie RES(H >, BSL, ¢, R"P*®) semble tout de méme légerement se démarquer.

Il semblerait que cette campagne démarque notamment la qualité supérieure de 1’heuristique
wdeg®®-°? étant probablement proche de la politique optimale a suivre, bien que la meilleure politique
multi-heuristique montre que des améliorations sont toujours possibles. Dans cette campagne proposant
des instances sous optimisation, seul le défi de rejoindre la meilleure heuristique a été relevé.
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7.4.3 Perturbation d’heuristique

Pour cette derniere section expérimentale et dans la méme idée que la précédente section, nous re-
prenons les politiques proposant les meilleures performances dans la résolution de CSPs concernant la
perturbation et la diversification d’heuristique. Soit I’ensemble de solveurs Wyg :
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FIGURE 7.5 — Comparaison des politiques de perturbation pour chaque heuristique de I’ensemble H25¢
[\IIIQ’ ICOPa C/\‘]

La figure 7.5 est un résumé représentatif des résultats présentés plus exhaustivement dans 1’annexe
B.2. Dans cette figure sont présentés cinq graphiques représentant les effets de la perturbation sur les cing
heuristiques de I’ensemble H*25¢. Chaque graphique représente la différence de rang moyen entre les
heuristiques d’une méme famille et son t€émoin — I’heuristique d’origine. Dans le cadre des COPs, les
conclusions sont les mémes que pour le cadre des CSPs : les perturbations améliorent considérablement
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I’heuristique dynamique dom/ddegqg (pres de 0.8 place supplémentaire en moyenne) et, avec une moins
grande importance, les heuristiques abs et ibs (plus de 0.6 place supplémentaire en moyenne). Les
heuristiques les plus efficaces sont elles aussi améliorées par ces perturbations en gagnant entre 0.2
et 0.3 place en moyenne. Les deux échantillonnages proposés apportent tous deux des performances
équivalentes.

7.5 Conclusion

Ce chapitre nous apprend que le framework basé sur le bandit ST et la fonction de récompense npt s
résiste a I’extension aux problémes de contraintes sous optimisation en proposant des performances, au
moins, équivalentes a la meilleure heuristique (dans le cas de I’apprentissage de la meilleure heuristique)
et réussit aussi a améliorer la qualité de résolution des solveurs en perturbant 1’heuristique choisie par
Iutilisateur. Ainsi, le framework actuel semble suffisamment robuste pour répondre a la question de
I’autonomie dans les cas de résolution de CSPs comme de COPs, voire méme au-dela des performances
de la meilleure heuristique.

La résolution des COPs étant une extension du principe de résolution des CSPs, les perspectives
en optimisation héritent directement des précédentes perspectives. Néanmoins, nous pouvons imaginer
certaines études plus spécifiques dans ce cadre. Par exemple, il pourrait €tre intéressant de tester de
nouvelles fonctions de récompense plus en lien avec la fonction objectif : prendre en compte la qualité
de la solution obtenue, I’écart avec la nouvelle borne obtenue, le nombre de nouvelles bornes obtenues,
etc. Le nombre de nouvelles bornes obtenues peut étre trompeur. Nous 1’expliquions dans 1’aparté sur la
descente agressive de borne (ABD) : lors d’un run donné, les solutions obtenues peuvent étre treés proches
les unes des autres et ne proposent, a la fin du run, qu’une amélioration minime de la borne. Cela dit,
cette fonction de récompense peut entrer en harmonie avec I’'usage d’ABD : étant donné qu’ ABD oblige
la borne a grandir exponentiellement a chaque itération, le comptage de nouvelles bornes devient aussi
informatif que le calcul de I’écart entre la nouvelle borne obtenue et I’ancienne.
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Les deux premiers chapitres de ce manuscrit présentent 1’état de 1’art de deux concepts distincts de
Iintelligence artificielle : la programmation par contraintes [MONTANARI 1974, APT 2003, ROSSI et
al. 2006, LECOUTRE 2009] et le probleme du bandit multi-bras [GITTINS 1989]. Dans les chapitres
suivants, nous traitons de différents sujets mettant en avant la problématique de ce manuscrit et apportant
des contributions directes et indirectes a celle-ci.

Le chapitre 1 introduit la programmation par contraintes. Il y est expliqué que ce langage appartient
au paradigme déclaratif de la programmation et que son utilisation est séparée en deux parties : la mo-
délisation et la résolution. La modélisation donne lieu a la production d’un probléme de satisfaction de
contraintes et la résolution, mettant en scéne un solveur de contraintes, tente de résoudre ce probleéme en
trouvant une solution. Le but de la programmation par contraintes est d’abstraire 1’utilisateur du langage
machine en exprimant le probleme dans un langage proche du langage naturel. La production d’une solu-
tion se fait indépendamment grace a I’'usage du solveur. Par extension de ce probleme, nous introduisons
aussi le probleme d’optimisation sous contraintes. Malgré la volonté d’abstraire 1’utilisateur de toute
implication a la résolution de son probleme, les solveurs de contraintes actuels ont la nécessité d’étre
convenablement configurés afin de résoudre efficacement un probléme donné. Dans ce manuscrit, nous
nous sommes essentiellement concentrés sur I’un des mécanismes clés des solveurs de contraintes : les
heuristiques de choix de variable. Une heuristique finement sélectionnée permet une résolution efficace.
Ainsi, la problématique suivante a été formulée : « Comment trouver la meilleure heuristique de choix de
variable pour une instance de probleme, étant donné un ensemble d’heuristiques fournies par le systeme
de résolution ? ».

Toujours dans la description de la bibliographie, le chapitre 2 introduit le probleéme du bandit multi-
bras. Ce probleme s’inscrit dans le domaine de 1’apprentissage par renforcement. Dans le cas ou un
joueur fait face a un ensemble d’actions, dont la probabilité de gain est fixe mais inconnue de celui-ci, il
fait face au dilemme exploration-exploitation de ces actions afin de maximiser son gain sur une séquence
de jeux. Il s’agit de rechercher un équilibre entre I’exploration de I’environnement — afin de trouver des
actions profitables, tout en exploitant le plus souvent possible la, supposée, meilleure action. A ce méme
titre, la résolution des solveurs de contraintes est morcelée en plusieurs runs dirigée par un mécanisme
de redémarrage de la recherche. Dans ce manuscrit, ce mécanisme laisse place, a chaque début de run,
a une politique répondant au précédent probléme en sélectionnant une heuristique parmi un ensemble
d’heuristiques disponibles. Ainsi, au fil des runs, la politique du bandit explore chacune des heuristiques
et essaye d’exploiter le plus souvent celle produisant la meilleure avancée dans le processus de résolution
globale.

Etudes annexes 2 la problématique

Tout d’abord, ce manuscrit a été 1’occasion de présenter Metrics [FALQUE et al. 2020, FALQUE
et al. 2021b], une librairie tentant d’uniformiser les moyens d’extraction et d’analyse des solveurs de
contraintes et, plus généralement, tout solveur ou logiciel nécessitant de produire des analyses en lien
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avec le temps d’exécution basés sur un ensemble d’entrées (instances dans le cas des solveurs). Chaque
campagne produite dans ce manuscrit est gérée par 1’outil Metrics permettant de simplifier la présenta-
tion des expériences tout en donnant la possibilité, au lecteur, d’observer les analyses et de les reproduire.
Actuellement, cet outils se focalise sur la réussite ou 1’échec de la résolution de fichiers en entrée (pre-
nant en compte le temps), mais s’efforce d’évoluer afin de prendre en compte un plus large panel de
paradigmes de résolution; comme nous pouvons le constater dans les campagnes en optimisation, une
grande partie de 1’analyse est décrite a 1’extérieur de 1’outil Metrics et sera, par la suite, implantée au
sein de la librairie. Cet outils tend donc a élargir sa prise en compte de paradigmes de résolution tout en
diversifiant son panel d’analyses, tableaux et graphiques associés.

Ensuite, la recherche de fonction de récompense capable de rendre compte de 1’efficacité d’une heu-
ristique nous a amené a proposer I’affinement de I’'une d’entre elles : wdeg©@- 4 [WATTEZ et al. 2019b,
WATTEZ et al. 2021a]. En effet, la recherche d’une métrique sur 1’état de la recherche pour produire
une fonction de récompense suffisamment informative a I’échelle d’un run nous a menée a 1’affinement
de I’information prélevée a chaque conflit pour I’heuristique basée sur la pondération des contraintes
rendant le solveur ACE d’autant plus robuste en terme de satisfaction qu’en terme d’optimisation. La
formulation générique de wdeg® (heuristique VI) annonce de possibles perspectives quant a de futurs
affinements de I’information apportée a chaque conflit du solveur. Cette formulation peut étre rendue plus
généraliste en prenant en compte les principes de vieillissement de I’une des extensions de 1’heuristique
a pondération de contraintes : wdeg®*s [CHERIF et al. 2020b].

Enfin, I’étude de la problématique étendue aux problémes d’optimisation nous a aussi donné 1’oc-
casion d’étudier une forme agressive de descente de borne (ABD) [FALQUE et al. 2021a]. A I’origine,
cette étude nous a démontré de bonnes performances sur le solveur ACE par défaut, notamment sur les
premiers temps d’exécution. Légerement plus faible dans la version adaptée d’ACE pour ce manuscrit,
la solution ABD nous a tout de méme apporté les mémes tendances améliorant la qualité de la résolu-
tion sous optimisation. Au-dela du paradigme de la programmation par contraintes, ABD a fait I’objet
d’une implantation dans un solveur pseudo-Booléen ayant montré de bonnes performances a son tour. En
perspective, nous pensons ce mécanisme exportable a d’autres paradigmes de résolution toujours sous le
théme de I’optimisation.

Apprentissage de la meilleure heuristique

Le chapitre 3 est une introduction a I’évaluation des solveurs de contraintes mettant en avant la pro-
blématique de ce manuscrit. Dans ce chapitre, nous avons observé la disparité entre les différentes heu-
ristiques proposées par le solveur de contraintes ACE. Cette disparité et la problématique associée, laisse
place a différents défis que nous rappelons : le premier (i), et le plus crucial d’entre eux, est de gagner
en autonomie en obtenant, a minima, les performances de la meilleure heuristique de 1’ensemble mis a
disposition par le solveur; le deuxieme défi (ii) est de dépasser les capacités de la meilleure heuristique ;
le dernier défi (iii), plus utopique, est d’étre équivalent ou supérieur au choix optimal, c’est-a-dire, au
choix qu’un oracle, connaissant a 1’avance les performances des heuristiques (en fonction des instances),
donnerait.

Dans un premier temps, ce chapitre a été 1’occasion de proposer de nouvelles fonctions de récom-
pense capable de rendre compte de I’efficacité d’un run lors de la résolution du solveur de contraintes :
les fonctions esb [PAPARRIZOU & WATTEZ 2020] et npts [WATTEZ et al. 2020] découlent de cette
premiere étude. A celles-ci, nous avons emprunté et ajouté une autre fonction de récompense issue de
la bibliographie : auvr [CHERIF ef al. 2020b]. Nous avions remarqué que le comportement médian de
ces fonctions relataient assez fidelement de 1’efficacité globale des heuristiques. Dans certains cas, nous
voyions aussi qu’il pouvait étre intéressant de prendre en compte les valeurs maximales produites par ces
fonctions de récompense.
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Dans un second temps, le chapitre 4 a été une premiere occasion d’inclure les politiques répondant
au probleme du bandit multi-bras dans le cadre des solveurs de contraintes et de la sélection automatique
des heuristiques de choix de variable [WATTEZ et al. 2020]. Le chapitre 5 est une nouvelle contribu-
tion aux politiques de bandit répondant avec une meilleure adaptation aux difficultés rencontrées avec
les précédentes implantations. Afin de se rendre compte de ’efficacité de ces différentes politiques dans
le cadre des solveurs de contraintes, la figure 6 résume les principaux résultats concernant 1’apprentis-
sage de la meilleure heuristique. Parallelement a cette figure, nous schématisons les liens créés, lors de
Iintroduction générale, avec I’analogie de la mouche et ’abeille.

< 520 ibs
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(a) Analogie de la mouche et (b) Nombre de résolutions et temps de résolution des solveurs associés
I’abeille aux stratégies mono et multi-heuristiques

FIGURE 6 — La der’ des der’ : liens entre I’analogie de la mouche et I’abeille, et I’apprentissage de la
meilleure heuristique [sections 4.4.3 et 5.3.1]

Cette figure place sur un axe pointant vers le bas, le nombre croissant de résolutions produit par les
principales politiques de cette étude sur I’ensemble Z-sp d’instances : partant des heuristiques a ’unité
(en rouge) jusqu’au meilleur solveur (virtuel) en violet servant de solveur témoin possédant les mémes
capacités qu’un oracle. Entre deux se situent les politiques multi-heuristiques, dont le choix uniforme (en
orange), celles implantant les bandits de la bibliographie (en vert) et le nouveau bandit adapté au contexte
des solveurs de contraintes (en bleu). A chaque politique est associée une autre métrique correspondant
au nombre de jours d’exécution pour venir a bout de la campagne : les instances qu’aucun solveur n’a
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réussi a résoudre sont ignorées dans la comptabilisation de ce temps.

Tout en haut de I’axe de résolution, nous observons les heuristiques d’origine : de la plus faible a la
plus robuste partant de moins de 400 résolutions jusque 543 résolutions. Non-loin de cette extrémité re-
présentée par la meilleure heuristique, nous observons que la politique uniforme se place a 2 instances de
cet optimum, réussissant a relever le premier défi qu’était d’égaler la meilleure heuristique de I’ensemble
proposé par le solveur. En lien avec I’analogie de la mouche et 1’abeille, nous retrouvons les mémes résul-
tats obtenus par I’expérience (de pensée) des deux heuristiques appartenant a ces deux insectes. Le choix
aléatoire et uniforme, de facon séquentielle, entre les deux insectes produisaient un résultat semblable a
la sélection du meilleur d’entre eux.

L’implantation des bandits de 1’état de I’art (chapitre 4) a montré de nouvelles performances par rap-
port a la meilleure heuristique et la politique de choix uniforme. A partir de ces nouvelles performances,
nous pouvons considérer le deuxieéme défi comme accompli et le troisieme défi comme entamé : avec
ces classiques bandits, nous sommes maintenant a 30% du chemin allant de 1a meilleure heuristique vers
la politique optimale et utopique : le VBS. Dans I’analogie de la mouche et 1’abeille, nous avions pro-
posé de prendre en compte, a intervalle régulier, la distance séparant I’insecte/heuristique sélectionné par
rapport au goulot de la bouteille afin de se rendre compte de la progression de chacun. Cet apprentis-
sage '? apporte une information conséquente et montre une efficacité accrue a s’adapter et i résoudre les
différentes instances de probleme.

La prise en compte des différents problemes d’équité entre runs (de différentes tailles, notamment
dans le cas du mécanisme de redémarrage suivant la suite de Luby), d’interprétation des distributions
de récompense et de 1’efficacité naturelle du choix uniforme nous a permis de produire un nouveau
modele de bandit plus adapté au contexte des solveurs de contraintes suivant la suite de Luby (chapitre 5).
Cette suite, une fois réinterprétée en un tournoi sous forme d’arbre binaire et produisant des duels entre
heuristiques, a permis une nouvelle progression : nous remarquons dans la figure 6 que nous sommes
maintenant a plus de mi-chemin du solveur optimal avec un temps de résolution passant sous la barre
d’une journée.

Pour le dernier défi de ce manuscrit, nous retrouvons, seul, le solveur virtuel et optimal. Le VBS est
considéré comme le choix omniscient dans le cas de 1’analogie entre la mouche et 1’abeille. En effet cette
politique, dans le cas de I’analogie tout comme dans le cas des solveurs de contraintes, nécessite une
connaissance a posteriori d’expériences.

Dans le chapitre 7, nous avons tenté une extension de ces travaux vers les solveurs de contraintes sous
optimisation. Une premiere remarque sur cette étude fut que la stratégie uniforme était ici bien moins
efficace que dans le cas précédent, ne réussissant pas a décrocher le premier défi qu’est I’autonomie et
la capacité de rejoindre les performances de la meilleure heuristique. Les politiques basées sur un bandit
ont, elles, réussi a dépasser 1égerement les capacités de la meilleure heuristique. Il semble que dans le cas
de I’optimisation, la disparité entre heuristiques est bien plus importante que dans le cas précédent. Cela
expliquerait le comportement actuel des politiques multi-heuristiques. Certaines perspectives, visant a
mieux spécifier la fonction de récompense en se rapprochant de la fonction objectif de ce genre de
probleme, pourraient vraisemblablement améliorer leurs capacités.

Au-dela de I’amélioration de la politique de sélection actuelle ou de la fonction de récompense, nous
nous intéressons a une perspective d’extension des travaux actuels. Comme il a été dit dans la conclusion
du chapitre 5, la capacité des heuristiques apprenantes (notamment dom/wdeg®®s et wdeg©- %) est
tres versatile : d’un run a un autre, I’ordonnancement de leurs variables peut fortement fluctuer, provo-
quant ainsi de fortes fluctuations dans leur capacité a produire des conflits rapidement. Une idée serait de
considérer I’état historique de I’heuristique plutdt qu’uniquement son €tat final. Ainsi, si I’état historique

12. La pieuvre, visible dans la figure 6, est une représentation commune du probleme du bandit multi-bras : chacune de ses
tentacules est interprétée comme un bras pouvant actionner le levier d’'une des machines a sous disponibles.
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d’une heuristique a produit une trés bonne récompense lors d’un run de budget x, il semblerait plus ju-
dicieux de proposer cette heuristique dans ce méme état historique au run suivant de taille 2z plutot que
I’heuristique dans son état actuel.

Perturbation d’heuristique

En lien avec 1’usage initial de 1’analogie de 1la mouche et I’abeille, le chapitre 6 illustre bien ce prin-
cipe. La ou I’abeille, correspondant a une heuristique (non-aléatoire) choisie par ’utilisateur, possede
une philosophie/politique assez fixe et adoptant possiblement un comportement 1’ orientant vers la mau-
vaise direction, la mouche correspondant a I’heuristique de choix aléatoire, peut se débrouiller pour se
frayer un chemin par 1’aléa de son parcours. En plus de ce comportement, nous profitons dans cette im-
plantation, dans les solveurs de contraintes, des aléas provoqués par I’heuristique de choix aléatoire pour
venir perturber I’apprentissage de I’heuristique choisie par I’utilisateur. Le parallele & 1’analogie serait
une abeille capable d’apprendre a partir du vol aléatoire de la mouche.

Dans cette idée de perturbation, nous avons proposé, dans le chapitre 6, deux manieres de perturber
une heuristique choisie par I'utilisateur [PAPARRIZOU & WATTEZ 2020]. La premiere (a) est celle que
nous avons décrit plus haut, ol I’heuristique de choix aléatoire vient perturber I’heuristique choisie par
I'utilisateur. La seconde maniere de perturber une heuristique donnée (b), est de I’instancier plusieurs
fois en diversifiant son tie-breaker : ce tie-breaker posseéde un role primordial sur les premiers temps
de résolution ou I’heuristique apprenante ne possede, possiblement, aucune information sur le réseau
de contraintes. Ce tie-breaker permet ainsi un démarrage des différentes instanciations de cette méme
heuristique a différents endroits de I’espace de recherche.

La premiere méthode (a) de perturbation a donné de bons résultats sur I’ensemble des heuristiques
sauf wdeg©?-°4, De maniére globale, ce sont les heuristiques les moins adaptatives qui ont eu le meilleur
comportement en retour de cette perturbation. En contre-partie, la seconde méthode (b) a moins profité
a ces précédentes heuristiques hormis wdeg©®-°? qui a pu progresser grice a la diversification. Concer-
nant ’extension aux problemes de contraintes sous optimisation (chapitre 7) et de fagon plus marquée
que pour I’apprentissage de la meilleure heuristique, la perturbation d’heuristique dans ce cadre offre
constamment de meilleurs résultats que dans le cas des heuristiques d’origine.

Les perspectives a ce sujet s’orientent vers la seconde méthode de perturbation (b). Actuellement,
nous choisissons arbitrairement les heuristiques servant de tie-breakers en instanciant des heuristiques de
choix aléatoire avec des racines différentes pour leur fonction de randomisation. Or, rien ne nous certifie
que deux tie-breakers aléatoires n’ont pas mis, mutuellement et indirectement, les variables d’une méme
partie compliquée du probléme en priorit€. Une maniére simple de possiblement éviter cela lorsque
nous souhaitons K = 2 heuristiques est d’utiliser le tie-breaker 1exico d’une part et anti-lexico
d’autre part. Dans le cas plus complexe de 1’instanciation de plus deux heuristiques, une solution pourrait
étre, par exemple, d’appliquer un algorithme de clusterisation (type K -mean) du graphe d’implication
du réseau de contraintes afin d’extraire des variables a mettre en valeur pour le tie-breaker. Pour chacune
des K instanciations, il suffit de mettre en priorité, dans 1’ordonnancement, les variables d’un des K
clusters, puis d’ajouter ensuite les autres par voisinage.

Perspectives au-dela de la problématique

Toujours au sujet de I’apprentissage et la perturbation d’heuristique, il serait intéressant de sortir du
cadre de la programmation par contraintes afin d’exporter ces frameworks dans d’autres paradigmes de
résolution. La chapitre 7 nous donne un premier apercu de ce que cela pourrait donner dans le cadre de
I’optimisation (tout en restant sous le paradigme des contraintes). Une étude récente montre que 1’export
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du principe du framework RES, apprenant la meilleure heuristique, vers les solveurs SAT semblent aussi
porter ses fruits [CHERIF ef al. 2020a, CHERIF et al. 2021].

Hors du domaine des bandits, il pourrait aussi étre intéressant d’étendre la structure arborescente
du modele de tournoi vers un algorithme génétique capable, non pas de discriminer les heuristiques par
le biais de duels, mais de récupérer les meilleures performances de chacune d’elles en les fusionnant.
Ainsi, ce modele alternerait entre la diversification/mutation d’une heuristique pendant 1’étape actuelle
d’échantillonnage et la fusion d’heuristiques dans leur meilleur état historique (obtenu lors des périodes
de mutation).

Dans un autre niveau de gain d’autonomie, il serait intéressant de remplacer I’expert produisant les
heuristiques par un mécanisme d’apprentissage autonome. Grace a 1’extraction de 1’état du solveur et
du réseau de contraintes & des moments clés de la résolution (a chaque nceud de recherche, a chaque
conflit, a chaque solution obtenue, efc.) il serait intéressant qu'un mécanisme d’apprentissage déduise
par lui-méme une nouvelle heuristique d’ordonnancement des variables qui lui semble viable pour venir
rapidement a bout d’une résolution. Des travaux s’orientant vers cette thématique apparaissent au sein
des solveurs SAT [KURIN et al. 2020] et aussi dans la résolution de contraintes [SONG et al. 2020] par
application de principe d’apprentissage profond par renforcement.

Enfin, d’un point de vue plus général, le principe heuristique étant extrait de la nature des €tres
vivants et s’étant amélioré avec le temps par procédé évolutionniste et par apprentissage, il ne serait pas
étonnant que I’avenir des heuristiques, dans sa contre-partie artificielle, trouve un nouvel élan d’efficacité
a travers ces mémes principes évolutionnistes et d’apprentissage proposés par les algorithmes génétiques
et d’apprentissage profond sus-mentionnés.
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Annexe A

Implantations dans le Solveur ACE
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Description de I’implantation des stratégies multi-heuristiques

La figure A.1 propose un diagramme de classes des différentes implantations proposées a travers
ce manuscrit concernant I’apprentissage et la perturbation d’heuristique. Ci-apres, nous énumérons les
différentes classes et les décrivons :

Heuristique est une classe abstraite que nous retrouvons par défaut au sein du solveur ACE propo-
sant I’ensemble des méthodes décrites a travers les sections 3.2.4 et 4.2.2 permettant de décrire
le comportement global d’une heuristique. La méthode bestVar(float equiv) permet de gérer le
parametre d’équivalence introduit dans la section 6.2.2.

ABS, IBS, DomDdeg, WdegCACD et DomWdegCHS correspondent aux classes concretes des heu-
ristiques abs, ibs, dom/ddeg, dom/wdeg®?s et wdeg®?®- ¢4 héritant de la classe Heuristique
et décrites dans les sections 1.4.1 et 3.3.3.

MultiHeuristiques est une classe abstraite décrivant le comportement global d’une stratégie
multi-heuristiques. Cette classe hérite d’Heuristique et est composée d’une liste d’instances
d’Heuristique.

PolitiqueSélection est une classe abstraite composant la classe MultiHeuristiques et permet de
gérer le comportement générique d’une politique de sélection. Celle-ci prend en parametre un
simple entier K correspondant au nombre de choix disponibles.

PolitiqueUniforme et PolitiqueGrimes sont deux concrétisations directes de la classe Politique-
Sélection. Ces politiques sont décrites dans les sections 2.2.4 et 6.2.3.

PolitiqueBandit est une nouvelle classe abstraite héritant de la classe PolitiqueSélection. Celle-ci
nécessite I’instanciation de 1’objet FonctionRécompense.

EGreedy, UCBI, MOSS, TS, EXP3 et ST sont les concrétisations de la classe PolitiqgueBandit et
sont décrites dans les sections 2.2 et 5.2.

FonctionRécompense est 1’abstraction des classes concretes AUVR, ESB et NPTS permettant de
gérer les récompenses données aux des bandits.

Enfin, le liant concrétisant I’implantation de 1I’ensemble de ces classes sont les concrétisations des
frameworks MultiHeuristiquesParNoeud, MultiHeuristiquesParRun et MultiHeuristiquesPertur-
béesParRun décrits dans les sections 4.2.2, 4.3 et 6.3.1.
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FIGURE A.1 — Diagramme de classes de 1’implantation des stratégies multi-heuristiques dans ACE
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A.1. Description de I'implantation des stratégies multi-heuristiques

Deux patrons de conception se dissimulent dans cette implantation orientée objet :

— MultiHeuristiques complete le comportement du patron de conception Composite : cette classe
hérite de la mé&me classe dont elle est, elle-méme, composée.

— PolitiqueSélection et FonctionRécompense correspondent, tous deux, au patron de conception
Stratégie donnant un comportement/stratégie particulier aux abstractions MultiHeuristiques et
PolitiqueBandit.
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Annexe B

Extensions d’ Analyse

Sommaire
B.1 Perturbation d’Heuristique (analyses CSP étendues) . . ... ......... 133
B.1.1 Politiques de perturbation statiques . . . . . . . . . . ... ... ... 134
B.1.2 Politiques de perturbation dirigées par unbandit . . . . . . ... ... .. 135
B.1.3 Perturbation d’heuristique par le tie-breaker . . . . . ... ... ... .. 138
B.2 Perturbation d’Heuristique (analyses COP étendues) . . . . ... ....... 138

Les analyses faisant parties de cette annexe correspondent a des analyses volumineuses pour les-
quelles nous avons sélectionné les meilleurs résultats dans le corps du manuscrit.

B.1 Perturbation d’Heuristique (analyses CSP étendues)
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B.1.1 Politiques de perturbation statiques
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FIGURE B.1 — Politiques statiques pour chaque heuristique de #°25¢ [Ug, Zcsp, O]

Dans la figure B.1, les différentes heuristiques 7°25¢ perturbées par la politique de perturbation sta-
tique sont expérimentées. Nous extrayons de cette figure le meilleur représentant de chaque heuristique :
par exemple abs perturbée a 30% semble la politique la plus efficace a I’approche du timeout.
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B.1. Perturbation d’Heuristique (analyses CSP étendues)

B.1.2 Politiques de perturbation dirigées par un bandit
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FIGURE B.2 — Apercu de la perturbation des heuristiques par le framework PER et la fonction de récom-
pense auvr sur 1200 secondes [V11, Zcsp, O]
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FIGURE B.3 — Apercu de la perturbation des heuristiques par le framework PER et la fonction de récom-
pense esb sur 1200 secondes [V, Zcsp, O]
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B.1. Perturbation d’Heuristique (analyses CSP étendues)
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FIGURE B.4 — Apercu de la perturbation des heuristiques par le framework PER et la fonction de récom-

pense npts sur 1200 secondes [V11, Zcsp, O]

Pour les figures B.2, B.3 et B.4, représentants les performances des trois fonctions de récompense
auvr, esb et npts appliquées sur I’ensemble des bandits de 1’état de 1’art au sein du framework PER,
nous extrayons de la méme maniere les meilleurs représentant de chacun des cactus plots. Cela représente
trois configurations pour chaque heuristique correspondant aux trois fonctions de récompenses (en cas
de proximité dans les performances, il se peut que plus de trois configurations soient extraites).
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B.1.3 Perturbation d’heuristique par le tie-breaker
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FIGURE B.5 — Apercu de la perturbation de la diversification des heuristiques avec le framework RES et
la fonction de récompense npt s sur 1200 secondes [V12, Zcsp, O]

Dans la méme optique, il est extrait depuis les cactus plots de la figure B.5 le ou les deux meilleur(s)
représentant(s) pour chaque heuristique. Ici, les heuristiques sont perturbés par diversification de leur
tie-breaker.

B.2 Perturbation d’Heuristique (analyses COP étendues)
Les cing figures qui suivent représentent les performances des cinq heuristiques de H”2°¢ perturbées

de différentes manieres. Chaque figure est divisée en quatre sous-figures représentant quatre criteres de
comparaison.
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A
AC-fermeture, 20
action, 35
affectation, 10
agent, 35
algorithme
AC, 20
retour en arriere, 21
apprentissage
automatique, 35
non supervisé, 35
par renforcement, 35
supervisé, 35

B
bandit
duelliste, 45
pure exploration, 46
bras (voir action), 35

C
cohérence d’arc, 20
conflit, 28
contrainte, 12
arc-cohérence, 20
arité (d’une contrainte), 12
en extension, 13
en intention, 13
globale, 13
portée (d’une contrainte), 12
scope (voir contrainte portée), 12
cutoff, 24

D
décision
mauvaise (décision), 22
négative, 16
positive, 16
dilemme exploration-exploitation, 35
domaine

Index

courant, 10
initial, 10

E
environnement
adversarial, 41
stochastique, 38
expérience, 35

F
feedback, 36
absolu, 44
préférentiel, 44
fonction

objectif, 16

H
heuristique, 26
adaptative, 28
agrégation (d heuristiques), 32
dynamique, 27
statique, 27
horizon, 36

instance
COP, 16
CSP, 14
instanciation, 14
globalement
cohérente (voir nogood), 15
incohérente, 15
insatisfaisante, 15
localement cohérente, 15
complete (voir solution), 15
projection (d’une instanciation), 15
satisfaisante, 15

J

joueur (voir agent), 35

143



Index

M
matrice de préférence, 45

N
nogood, 16
réduit, 25

P
plot
cactus (plot), 56
produit cartésien, 11
programmation par contraintes, 9

R
recherche
binaire, 21
complete, 21
incomplete, 21
redémarrage, 24
regret, 36, 37
pseudo-regret, 38
relation, 11
renforcer la cohérence, 20
run, 24
récompense, 35
réfutation (voir décision négative), 16
réseau de contraintes
AC, 20
réseau de contraintes (voir instance CSP), 14

S
solution, 15
optimale, 16
solveur virtuel, 58
support, 14

T
tableau
des contributions, 58
statistique, 53
tie-break, 32
tuple, 11
accepté (voir tuple autorisé), 14
autorisé, 14
valide, 14

A%
valeur
arc-incohérence, 20
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variable, 10

assignée, 10
degré, 12
dynamique, 12
future (voir variable non-fixée), 10
libre, 10
non-assignée, 10
non-fixée, 10
score (d’une variable), 28

variable fixée, 10

explicitement (voir variable instanciée), 10
implicitement, 10

établir la cohérence (voir renforcer la cohérence),
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Résumé

La programmation par contraintes est déclarative : 1’utilisateur modélise le probleme (sous forme de
contraintes) sans se soucier de la partie résolution. La résolution est déléguée a un programme générique
appelé solveur de contraintes.

Les solveurs de contraintes utilisent des mécanismes issus de I’intelligence artificielle pour guider
ses choix (heuristiques), et pour réduire efficacement I’espace de recherche (inférence). Les solveurs
de contraintes récents sont équipés de plusieurs heuristiques. Le choix de la meilleure heuristique pour
résoudre une instance de probleme donnée est actuellement délégué a 1’utilisateur.

L’ objectif de cette theése est de rendre les solveurs de contraintes plus autonomes. Nous voulons
enlever toute charge cognitive a I’utilisateur concernant le processus de résolution. Pendant la recherche
de solutions, le solveur redémarre régulierement la recherche pour éviter les impasses cofiteuses. Nous
proposons de sélectionner automatiquement 1’heuristique la plus prometteuse apres chaque redémarrage.

En réponse a ce probleme de choix séquentiel, nous nous inspirons des politiques traitant du pro-
bleme du bandit multi-bras. De telles politiques sont issues de I’apprentissage par renforcement et per-
mettent d’explorer un ensemble d’actions tout en exploitant, le plus souvent possible, 1’action la plus
prometteuse.

Apres avoir défini comment incorporer cet outil d’apprentissage automatique dans un solveur, nous
proposons plusieurs applications pour rendre les solveurs de contraintes modernes plus autonomes. Pre-
mierement, nous appliquons les politiques proposées dans la littérature sur les bandits multi-bras pour
apprendre la meilleure heuristique parmi un ensemble d’heuristiques fournies par le solveur. Sur la base
de cette premiére application, nous proposons une nouvelle politique qui est plus cohérente avec la struc-
ture des solveurs actuels. Toujours en utilisant des politiques de bandit, nous proposons d’adapter la
quantité d’aléa nécessaire pour perturber une heuristique donnée et la rendre plus efficace. Enfin, nous
étendons ces résultats aux solveurs de contraintes sous optimisation.

Mots-clés : Heuristique de Branchement, Apprentissage, Solveurs et Outils, Evaluation et Analyse, Op-
timisation.

Abstract

Constraint programming is declarative : the user models the problem (in the form of constraints)
without worrying about the solving part. The solving is delegated to a generic program called a constraint
solver.

Constraint solvers use mechanisms from artificial intelligence to guide its choices (heuristics), and
to efficiently reduce the search space (inference). Recent constraint solvers are equipped with several
heuristics. Choosing the best heuristic to solve a given problem instance is currently delegated to the
user.

The goal of this thesis is to make constraint solvers more autonomous. We want to remove any
cognitive burden from the user regarding the solving process. While searching for solutions, the solver
often restarts the search to avoid expensive dead-ends. We propose to automatically select the most
promising heuristic after each restart.

In response to this sequential choice problem, we take inspiration from policies addressing the multi-
armed bandit problem. Such policies are derived from reinforcement learning and allow to explore a set
of actions while exploiting the most profitable one as often as possible.
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After having defined how to incorporate this machine learning tool in a solver, we propose several
applications to make modern constraint solvers more autonomous. First, we apply the policies proposed
in the multi-armed-bandits literature to learn the best heuristic among a set of heuristics provided by the
solver. Based on this first application, we propose a new policy that is more consistent with the structure
of current solvers. Still using bandit policies, we propose to adapt the amount of randomization needed
to perturb a given heuristic and make it more efficient. Finally, we extend these results to constraint
optimization solvers.

Keywords : Branching Heuristic, Machine Learning, Solvers and Tools, Evaluation and Analysis, Opti-
mization.
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