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AUTOUR DE LA DECOMPOSITION DES ALGEBRES D’EXPOSANT 2 SUR LES
EXTENSIONS MULTIQUADRATIQUES

DEMBA BARRY ET AHMED LAGHRIBI

RESUME. Pour les algebres simples centrales d’exposant 2 sur des corps de caractéristique 2 et de
2-dimension cohomologique égale a 2, nous étudions la notion de décomposition adaptée a certaines
extensions multiquadratiques du centre. Les résultats obtenus étendent plusieurs propriétés remarquables
aux extensions multiquadratiques de degré de séparabilité au plus 4. Nous étendons aussi a la caractéristique
2 un résultat de Elman-Lam-Tignol-Wadsworth en construisant une algebre d’exposant 2 et de degré 8
contenant une extension triquadratique séparable mais qui n’admet aucune décomposition adaptée a cette
extension. Comme application nous donnons une preuve élémentaire de la non excellence des extensions
biquadratiques séparables.

Mots clés: Algebre simple centrale, forme quadratique, extension multiquadratique, excellence, dimension
cohomologique.

MSC: 11E08, 11E81, 16K20, 13N05.

1. INTRODUCTION
Soit F' un corps commutatif. Une algebre de quaternions sur F’ est une algebre de la forme
[a,8) = F[i,j i +i=a,j>=B,jij ' =i+1]
pour certains o € F'et § € F* := F \ {0} si la caractéristique car(F") de F' est 2, et
(@, B) = Flij + i* = a,j* = B,ij = —ji]
pour certains «, 5 € F* si car(F') # 2.

Soit A une F'-algebre simple centrale d’exposant 2. L’algebre est dite décomposable si A ~ A1 ® As,
ou A; et A sont deux algebres simples centrales sur F' et toutes les deux non isomorphes a F'. On dit que
A est totalement décomposable si elle est isomorphe a un produit tensoriel d’algebres de quaternions sur
F. Soient K1, ..., K, des extensions quadratiques de F' contenues dans A tellesque K = K1 ®---Q K,
soit un corps. On dira que A admet une décomposition adaptée a K s’il existe des algebres de quaternions
Q1,...,Qr, avec K; C Q;, tellesque A ~ Q1 ®---® Q, ® A’ pour une certaine sous-algebre A’. Dans
ce papier, nous nous intéressons a la question de décomposition adaptée dans le cas ol la caractéristique
de F est 2 et la 2-dimension cohomologique cds(F') de F est égale a 2.

Notons que la question de décomposition des algebres simples centrales dépend de la dimension
cohomologique du corps de base. Si cdy(F') > 2, des exemples d’algebres indécomposables d’exposant
2 existent (voir par exemple [1] si car(F') # 2, et [11] si car(F) = 2). En plus, soient A une F-
algebre simple centrale totalement décomposable de degré au moins 8 et K/ F' une extension quadratique
séparable contenue dans A. Il est connu que K n’est pas en général dans une sous-algebre de quaternions
de A (voir [9, Corollary 4.5] si car(F') # 2, et [11, Example 3.8] si car(F) = 2).

En revanche, supposons cda(F') < 2 et soit A une F-algebre simple centrale d’exposant 2 et de
degré 2" (n > 2). Il est connu que A est totalement décomposable, voir [16, Théoréme 3] si car(F') #
2 et [10, Theorem 4.1] si car(F) = 2. En outre, soit K /F une extension séparable quadratique ou
biquadratique contenue dans A. Il est montré dans [8, Theorem 3.3], si car(F') # 2, et [10, Theorem
4.2], si car(F') = 2, que A admet une décomposition adaptée a /. Ce dernier résultat n’est plus vrai

pour les extensions triquadratiques. En effet, dans [13, Remark 5.8] il est construit en caractéristique
différente de 2 une algébre A de degré 8 et d’exposant 2 de centre F', avec cda(F') < 2, contenant une
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extension triquadratique M de F' telle que A n’admette aucune décomposition adaptée a M. Dans cet
article, nous étendons cet exemple a la caractéristique 2.

Dans tout le reste de cet article, nous supposons que le corps de base F' est de caractéristique 2. Notre
but est de prouver le résultat suivant:

Théoreme 1. Supposons que cda(F) < 2. Soint A une F-algébre centrale a division d’exposant 2
et de degré 2" (n > 2). Soit K une extension multiquadratique de F. Supposons qu’on ait ['une des
conditions suivantes qui s’excluent mutuellement:

(1) K est de degré de séparabilité < 2 avec [K : F] = 2F < 2" et indAx = 2",
(2) K est de degré de séparabilité 4 telle que [K : F] = 2" et Ak soit déployée.
(3) K est une extension triquadratique de degré de séparabilité 4, n > 4 et ind A
Alors, A admet une décomposition adaptée a K.

=2"73,

Cependant on montre que la décomposition adaptée n’est plus vraie pour les extensions
multiquadratiques de degré de séparabilité 8:

Proposition 1. 1l existe un corps F' de caractéristique 2 vérifiant cda(F') = 2, une F-algébre A simple
centrale de degré 8 et d’exposant 2 qui n’est pas a division, une extension K/ F triquadratique séparable
tel que A soit déployée mais A n’admette pas de décomposition adaptée a K.

La preuve du théoreme 1 est basée, d’une part sur les articles [5, 6] donnant les noyaux de Witt des
extensions multiquadratiques de F' de degré de séparabilité au plus 4, et d’autre part sur la propriété
d’excellence de certaines extensions de F' pour les formes de [ 3F. Ce théoreme va au-dela de la
décomposition adaptée pour les extensions biquadratiques établie dans [10, Theorem 4.2]. Noter que
dans le cas particulier oit K est purement inséparable, quelques résultats (indépendants de la dimension
cohomologique de F') de décomposition adaptée ont été obtenus par Mammone et Moresi [20, théorémes
4 et 5]. Quant a la proposition 1, elle donne I’analogue en caractéristique 2 d’un résultat de Elman-Lam-
Tignol-Wadsworth [13, Remark 5.8]. Notre méthode est spécifique a la caractéristique 2 et fait appel a un
résultat sur les formes différentielles [4] et elle est aussi basée sur une adaptation de certains arguments
de Leep et Smith [18]. Comme application, nous utilisons la proposition 1 pour construire un exemple
élémentaire de la non excellence des extensions biquadratiques séparables.

2. QUELQUES RAPPELS

Pour plus de détails sur les notions utilisées dans cet article on renvoie a [12]. Rappelons qu’une
F'-forme quadratique ¢ s’écrit a isométrie pres:

o ~ay,b1] L Lap,by] L {c1) L+ L {cs),

ol [a, b] (resp. (c)) désigne la forme quadratique az? + xy + by? (resp. la forme quadratique cz?). La
forme ¢ est dite singuliere (resp. non singuliere) si s > 0 (resp. s = 0).

Pour a, b, c € F avec ¢ # 0, on note [a; c; b] la forme quadratique ax? + czy + by?. Rappelons que
[a; c; b] est isométrique a [a, c~2b].

Une forme quadratique o d’espace sous-jacent V' est dite isotrope s’il existe v € V' \ {0} tel que
©(v) = 0. Sinon, ¢ est dite anisotrope. La forme ¢ se décompose de maniére unique a isométrie pres
comme suit:

©~ix[0,0] Ljx{0)L pgn,
oll gy, est une forme quadratique anisotrope, qu’on appelle la partie anisotroipe de . L’entier i s’appelle
I’indice de Witt de , on le note iy (¢).
Pour tous ay, - - -, a, € F*, on désigne par (a1, - - -, an), la forme bilinéaire diagonale donnée par:

n
((xla e 7xn)7 (ylu e 7yn)) — Zalxlyz
i=1

Dans cet article le terme “forme bilinéaire” signifie forme bilinéaire symétrique réguliere. On note
Wy(F') (resp. W(F')) le groupe de Witt des F'-formes quadratiques non singulieres (resp. 1’anneau
de Witt des F'-formes bilinéaires). Le groupe W, (F') est muni d’une action de W (F')-module induite
de facon naturelle par le produit tensoriel: B ® p(v ® v') = B(v,v)p(v') pourv € Vetv € V/,
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ou B est une forme bilinéaire d’espace sous-jacent V' et ¢ est une forme quadratique non singuliere
d’espace sous-jacent V' [7]. Cette action induit une filtration sur W, (F) par les sous-modules (I} F');>1
comme suit: I} F = W,(F) et pour n. > 2 on prend I'F = I""'F @ W,(F), ot I*F est la k-i¢tme
puissance de I’idéal fondamental IF' de W (F') formé des F'-formes bilinéaires de dimension paire (on
prend I°F = W(F)). Le sous-module I ¢ F est additivement engendré par les n-formes quadratiques
de Pfister ((a1,---,an—1)), ® [1,0], ot ((a1,---,an—1)), est la (n — 1)-forme bilinéaire de Pfister
(1,a1),®- - ®(1, an—1),. Soit I’ F' (resp. I"F) le quotient I]' F//I*' F (resp. le quotient I" F/I" 1 F)
pour tout entier n > 1.

Soient ¢ et 1) deux formes quadratiques d’espaces sous-jacents V' et W, respectivement. On dit que
@ est dominée par 1, qu’on note ¢ < 1, s’il existe une injection F-linéaire o : V. — W vérifiant
Y(o(v)) = ¢(v) pour toutv € V.

Une forme quadratique ¢ est dite une voisine de Pfister s’il existe une forme de Pfister 7 telle que
2dim ¢ > dim 7 et a < 7 pour un certain ¢ € F'*. Dans ce cas, 7 est unique et ¢ est isotrope si et
seulement si 7 est isotrope.

Pour tout entier m > 1, soit Q% = /\mQ}? I’espace des m-formes différentielles sur F', ol Q}w est le
F-espace vectoriel engendré par les symboles dx vérifiant les relations: d(xz +y) = dx + dy et d(xy) =
zdy + ydz pour tous x,y € F. On pose Q% = F et Q’f; = 0si k < 0. L’application d’ Artin-Schreier
classique p : FF — F, x — x? — x, s’étend en I’opérateur d’ Artin-Schreier p : Q' — Q?/dﬁg_l
donné par:

> N TN > p(c-)dai1 peop B0
] i
finie iy Qi finie Qi Qim ’

oud: Q?_l — (V' est ’opérateur différentiel donné par:
d(zday A+ Ndam—1) =dz ANday A -+ A dap—1.

On note vp(m) et Hy*"(F) le noyau et le conoyau de g, respectivement. Un célebre résultat de Kato
[17] donne le lien entre les formes quadratiques (formes bilinéaires) et les formes différentiells comme
suit:

en TV = HITY(F)

@2.1) Moo, oLy = b2 A g%,

ai an,

fo:I'F — vp(n)
daq da

(22) <<a1,...,an>>b — ail/\/\z

En particulier, de 1’isomorphisme (2.2), on déduit que vr(n) est additivement engendré par les
symboles logarithmiques % AN %'

On sait par [3, (5.12)] que HY ™ (F) ~ HY(Gal(Fs/F), vk, (n)), ot Fj est la cloture séparable de
F. Dans [12, Appendix 101] ce groupe est noté H"+1"(F,7/27). La 2-dimension cohomologique
cdy(F') de F est le plus petit entier tel que pour toute extension finie L/F' et tout entier n > cda(F),

on ait "+ (L, 7Z/27) = 0, ce qui équivaut a I L = 0 par I’isomorphisme (2.1). Cela donne par le
Hauptsatz d’ Arason-Pfister 1" L = 0.

Pour toute forme ¢ non singuliere de dimension 2m, on note A(p) et C(¢) son invariant d’Arf
et son algebre de Clifford. Plus explicitement, si ¢ ~ aj[1,b;] L --- L ap[l,by], alors A(p) =
Yot b+ p(F) € F/p(F) et Cp) ~ QI [b;,a;). En particulier, C(y) est une F-algebre simple
centrale d’exposant 2 et de degré 2™. Si de plus ¢ € Iq2F, alors C'(¢) ~ M>(D,), ou D, est un produit
tensoriel de m — 1 algebres de quaternions.

On note Br(F') le groupe de Brauer de F'. Pour une F-algebre simple centrale A, I’entier /dimp A
s’appelle le degré de A et on le note deg A. L’indice de A est le degré de 1’algebre a division Brauer-

équivalente a A, on le note ind A.
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L’hypothese cd2(F) < 2 qui nous intéresse dans cet article permet d’avoir des informations trés
précises concernant les F'-algebres simples centrales d’exposant 2:

Théoreme 2. ([10, Theorem 4.1]) Supposons que cda(F') < 2. Pour toute F-forme quadratique ¢ €
1 (?F , Ualgebre D, est a division si et seulement si o est anisotrope. De plus, toute F'-algebre simple
centrale d’exposant 2 et de degré 2" est isomorphe a une F'-algébre D, pour une certaine I'-forme
quadratique ¢ € I (?F de dimension 2m + 2.

On obtient le corollaire suivant:
Corollaire 1. Supposons que cda(F') < 2 et soit ¢ € [q2F. SiindDy, = 2!, alors dim g, = 21 + 2.

Preuve. Posons dim ¢ = 2m + 2. On sait que C'(¢) ~ M, (D,,) avec D, un produit de m algebres
de quaternions, donc deg D, = 2. Posons indD,, = 2!, Alors, D, ~ Mymn-1(A) pour une F-algebre
centrale a division A de degré 2'. Par le théoreme précédent, il existe ¢’ une F-forme quadratique
anisotrope de dimension 2/ + 2 telle que C(¢’) ~ Ms(A). Ainsi, on obtient
Clp) = My(Dy)

~  Moym—i(Ma(A))

~ Mym-1(C(¢"))

~ C((m—1)x[0,0] L.
Par un résultat de Sah [23],ona ¢ 1 —¢' € ISF. Comme ISF = 0 (car cdg(F) < 2), on déduit que ¢
est Witt-équivalente a ', ce qui implique g, ~ ¢’ est de dimension 2 + 2. ]

On finit cette section par rappeler la définition des formes résiduelles d’une forme quadratique
sur un corps F Hensélien pour une valuation discréte. Soient A ’anneau de la valuation de F, 7
une uniformisante et K = A/mwA le corps résiduel. Soit # une forme quadratique sur F anisotrope
(éventuellement singuliere) d’espace sous-jacent V. Pour tout ¢ € Z, on associe 1’ensemble

Vi={veV|0w) cnr'A},
c’est un A-module d’apres [21, page 342]. On obtient les x-formes quadratiques f et §; définies par:

0;i: Vi/Vii — &
v+ Vigr = 7 0(v).

La forme 6 (resp. 6) est appelée la premiére forme résiduelle de € (resp. la seconde forme résiduelle
de 6). A noter que lorsque 6 est non singuliére, on a dim 6 = dim 0y + dim #; [21, Theorem 1].

Soient u, v € F des unités et € € 7Z tels que la forme A := [u, 7] soit anisotrope. Par I’inégalité de
Schwarz [21, (4)], [24, Lemma 2.2], on a nécessairement € < (. Voici quelques cas de calcul des formes
résiduelles de A:

(A) Si € = 0, alors la premiere forme résiduelle est [u, 7] et la seconde forme résiduelle est 0.
(B) Si € est impair, alors la premiére forme résiduelle est (u) et la seconde forme résiduelle est (7).

(C) Si € est pair non nul, alors A ~ [u; 72 ;v]. Sila forme (@, ) est anisotrope, alors la premiére
forme résiduelle de A est (u, D), et la seconde forme résiduelle est 0.

On renvoie a [21, Section 3] pour un algorithme de calcul des formes résiduelles de toute F-forme
quadratique anisotrope.

3. RESULTATS PRELIMINAIRES

Rappelons qu’une extension K/ F est dite excellente si pour toute F-forme quadratique anisotrope ¢,
il existe une F-forme quadratique 1 tel que (9K )an =~ VK-

On dit que K/ F est excellente pour les formes de [ ¢ F sipour toute forme anisotrope ¢ € I F, il
existe une forme ¢ € I;" F telle que (0K )an =~ Y. Onnote &, (F') I'ensemble des extensions de F qui
sont excellentes pour les formes de 1" F'.

Dans cet article on s’intéresse a I’ensemble E>(F') qui est lié au probleme de décomposabilité des

algebres simples centrales d’exposant 2. A ce propos, on donne 1’exemple suivant.
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Exemple 1. (1) Toute extension K/ F excellente appartient a E5(F).
(2) Toute extension K/F quadratique séparable, ou multiquadratique purement inséparable appartient

a & (F).

Preuve. (1) Supposons que K/ F soit excellente. Soit ¢ € [ (?F anisotrope. Alors, il existe ¢ € W, (F')
anisotrope telle que (¢ )an =~ Y. Par [10, Lemma 2.1] on peut supposer 1) € I, gF .

(2) Il est bien connu que toute extension quadratique de F' est excellente [15, Lemma 5.4]. D’apres
[14], toute extension multiquadratique purement inséparable de F’ est excellente. U

On va prouver le résultat suivant donnant d’autres exemples d’éléments de E;(F') et qui servira pour
la preuve du théoreme 1.

Proposition 2. Supposons que I, f;F = 0. Soit K une extension de F qui est de 'un des trois types
suivants:

(1) biquadratique séparable.
(2) multiquadratique de degré de séparabilité < 2.
(3) triquadratique de degré de séparabilité 4.

Alors, Iextension K/ F appartient a E5(F).

On sait qu’il existe un corps Fp de caractéristique 2 et une extension biquadratique séparable de Fy qui
n’est pas excellente (cet exemple a été construit en premier en caractéristique # 2 puis a été étendu a la
caractéristique 2 dans [22]). On renvoie aussi au corollaire 7 ol on donne un autre exemple d’extension
biquadratique séparable non-excellente. Ainsi, I’assertion (1) de la proposition précédente montre qu’en
général I’ensemble E(F') est différent de celui de toutes les extensions excellentes de F'.

Avant de prouver la proposition 2, on aborde un autre probléme qui est considéré comme la réciproque
(a équivalence de Witt pres) de I’excellence pour les formes de 1" F'.

Probléme 1. (Descente en degré m).
Soient K/ une extension et ¢ € 1] K N Im(Wy(F) — Wy(K)). A-t-on p € Im(["F — []'K)?

En général, la réponse a ce probléme est liée au calcul du noyau Ker(Hy" " (F) — Hy""Y(K))
dont la complexité dépend de la structure de I’extension K /F'. Voici un calcul qui nous intéresse dans
cet article.

Théoréme 3. ([5], [6]) Soient K = F(\/a1,---,\/ay) une extension purement inséparable de F de
degré 2", et L = F(a, ) une extension biquadratique séparable avec o + o = a € F \ p(F) et
B2+ B=0b¢c F\ o(F). Soit M I'un des corps suivants: K, K(a) et K(a, 3). Alors, pour tout entier
m > 1lona:

P S siM =K,
Ker(Hy" ' (F) — Hy'"" (M) = ¢ Y0 49 A QP! o+ avp(m) si M = K(a),
Yoy daa:, AU+ avp(m) +bup(m)  si M = K(a, B).

En utilisant les isomorphismes de Kato (2.1) et (2.2), le théoréme précédent se traduit dans le langage
des formes quadratiques comme suit:

Corollaire 2. On garde les mémes notations et hypothéses que dans le théoréeme 3. Alors:

Z?:l <<ai>>b ® I;”F si M =K,
Ker(IJW'F — IV M) = {0 ((aq)), ® II"F + I™F @ [, d siM = K(a),
St (), @ IMF+ ImF @ [La] + IMF @ [1,0]  si M = K(a, B).

En procédant par les mémes arguments utilisés dans [6, Section 6], apres s’étre ramené a un corps de
base ayant une 2-base finie, on obtient du corollaire 2:
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Corollaire 3. On garde les mémes notations et hypothéses que dans le théoreme 3. Alors:
>y (@), @ I'F siM =K,
Ker(I"'F — I"V'M) = S 7, ((a3)), ® IMF + I™F ® [1,d] si M = K(a),
STy {ai))y © IF + I"F @ [Lal + I"F @ (LY si M = K(a, 8),

Pour ce qui est du probléme 1, on obtient la réponse suivante:

Corollaire 4. On garde les mémes notations et hypotheses que dans le théoreme 3. Alors, le probleme 1
a une réponse positive pour ’extension M/ F, c’est-a-dire, on a

M N Im(Wy(F) — Wo(M)) = Im(I"F — I M).

Preuve. L’inclusion D est évidente. Montrons alors I’inclusion C. La preuve est la méme pour les
corps K, K (a) et K(a,3). On se limite a considérer le cas M = K. Soient p € I K et € W, (F)
tel que ¢ ~ Yx. Soit p tel que ¢ € IVF. Sip > m, alors il n’y a rien a prouver. Supposons que
p < m. La condition ¢ ~ g implique ¥ + IgHF € Ker(IT’Z’F — IZ’K ). Par le corollaire 2, on a
Y+ ((a3)), @ i € IV F pour certaines formes ¢; € X' F. Soit ¢/ = ¢+ 32", ({a;)), @ i €
I§+1F. On a ¢} ~ g ~ . Sim = p+ 1 alors on a I'affirmation souhaitée. Si m > p + 1, alors

W + IPP?F e Ker(IPT'F — 1?7 K). Ainsi de suite on continue le procédé jusqu’a avoir une forme
v =+ 30 ((ai)), ® vi € I'F pour certaines formes 1, - - -, v, € Wy(F). Comme vy € I, F et
YK ~ s alors p € Im([J"F — I'K). O

On a le corollaire suivant:

Corollaire S. On garde les mémes notations et hypotheses que dans le théoreme 3. Si I]'F = 0, alors
I"M N Im(Wy(F) — Wy(M)) = 0.

Pour la preuve de la proposition 2 on aura besoin du lemma suivant. Dans le cas d’une extension
quadratique inséparable, ce lemme est une conséquence du résultat [2, Theorem 3.1] de Aravire et Baeza
sur le v-invariant en caractéristique 2. Pour garder cet article “self-contained”, on donnera une preuve
mettant le lien avec le probleme 1.

Lemme 1. Soit L/ F une extension quadratique. Si I' F' = 0, alors I L = 0.

Preuve. Posons L = F(a)telque a® =d € F\ F?oua?+a € F\ p(F). Soits : L — F
I’application F-linéaire donnée par: s(1) = 0 et s(«) = 1. Notons s, : W, (L) — W, (F) le transfert
induit par s. Par [12, Corollary 34.17] on a s.([;*L) C I F. Ainsi, s.(I;*L) = 0. Soit ¢ € I;"L. On
as«(p) ~0.

(1) Supposons que K/F' soit séparable. Alors par la suite exacte [3, sequence (6.1)] la condition
sx() ~ 0 implique ¢ ~ 0.

(2) Supposons que K/ F soit inséparable. Supposons que ¢ soit anisotrope de dimension > 2. Puisque
s«(¢) est hyperbolique, elle est en particulier isotrope. Il existe v € V' \ {0} tel que s.(¢)(v), ou V est
I’espace sous-jacent a . Par conséquent, b := ¢(v) € F. Ona b # 0 car o est anisotrope et v # 0.
Ainsi, ¢ ~ b[1,¢c] L ¢ pour ¢ € L et ¢ une forme quadratique sur L. Puisque [1,c] ~ [1,¢?], on peut
supposer ¢ € F. Ainsi, s,(¢’) = 0. Par récurrence sur la dimension de ¢, on déduit que ¢’ est définie
sur F. Ainsi, p € Im(Wy(F) — W,(L)). Comme [["F = 0 et ¢ € I;" L, on déduit par le corollaire
5 que ¢ = 0, une contradiction a notre hypothese. D’ot , ¢ ~ 0. (I

Le corollaire suivant est immédiat.

Corollaire 6. Soit L/F une extension multiquadratique. Si I ¢ F =0 alors ["L =0.

PREUVE DE LA PROPOSITION 2

Soit L une extension de F’' qui est de I’un des trois types suivants:

(a) multiquadratique purement inséparable.
(b) quadratique séparable.



(c) mixed biquadratique (c’est-a-dire, la composée de deux extensions quadratiques de F', I'une
séparable et I’autre inséparable).

On rappelle que 1’extension L/F est excellente: Le cas (a) est di a Hoffmann [14]; (b) est di a
Hoffmann et Laghribi [15, Lemma 5.4]; et (c) a été récemment prouvé par Mukhija [22].

Soit F'(«)/F une extension quadratique séparable avec a®> + o = a € F'\ p(F), et soit K = L(«).
On suppose [K : L] = 2 dans les cas (b) et (c).

La preuve qu’on va produire reprend les arguments utilisés dans [8, Lemma 2.1] montrant que les
extensions biquadratiques en caractéristique différente de 2 satisfont & 1’excellence pour les formes de
I2.

Soit p € 1T, (?F anisotrope tel que @y soit isotrope. Il n’y a rien a prouver si g est hyperbolique.
Supposons que ¢k ne soit pas hyperbolique. On commence par montrer que (@ i )qrn st définie sur F.

Puisque L/F est excellente, la forme (7, )4y, est définie sur F. Si (¢)qn est anisotrope sur K, alors
(¢ K )an est définie sur F'. Supposons que (¢, )qn soit isotrope sur K d’indice de Witt . Alors, (¢r1)an =~
(@1, -+, 20, ®[1,a] L ¢ avecz; € L™ et ¢’ une forme quadratique sur L qui est anisotrope sur /& (on
applique r fois le résultat [8, Theorem 4.2, page 121]). Puisque I;;’L = 0, alors (1,21) ® (¢r)an ~ 0.
Ainsi, (pr)an =~ x1(pL)an, et donc on peut supposer 1 = 1. Toujours de I’hypothese Ig;’L =0,
toute 3-forme de Pfister sur L est hyperbolique, et par conséquent toute forme voisine de Pfister de
dimension 5 sur L est isotrope. Cela implique que r = 1, ¢’est-a-dire, (¢r)an =~ [1,b] L ¢'. Puisque
¢ € Im(Wy(F) — Wy(L)) et que L/F est excellente, il existe ¢ € W, (F) tel que @' ~ (p0)L.
Comme ¢ est anisotrope, alors (¢x)an = (¢o) k. Finalement, en utilisant [10, Lemma 2.1], on peut
supposer que g € 1, gF .

PREUVE DU THEOREME 1

On suppose cda(F) < 2. Soit A une F-algebre centrale a division d’exposant 2 et de degré 2.
Soit K une extension multiquadratique de F' de 1’un des trois types décrits dans le théoréme. Posons
[K : F] = 2% et écrivons K = F(\/a1,+,\/ar, a1, -, q;) telque a; € F\ F? pour tout 1 < < r
etoz]Q-Jraj =bj € F'\ p(F)pourtout 1 < j <s,avecr+s=k.

Puisque cdq(F) < 2, il existe une forme ¢ € I, (?F anisotrope de dimension 2n + 2 telle que A = D,
(proposition 2). De plus, on a quK = 0.

(1) Supposons que K soit de degré de séparabilité < 2 ou triquadratique de degré de séparabilité 4, ce
qui revient a dire s =0 ou (r > lets = 1) ou (r = 1 et s = 2). Supposons ind(D,)x = 2" .

Par le corollaire 1 appliqué au corps K (car cd2(K) < 2), on a dim(pg)an = 2(n — k) + 2. Par la
proposition 2, il existe une forme ¢’ € I q2F de dimension 2(n — k) + 2 telle que (¢x )an =~ ¢'. On a
C(¢') ~ My(B) avec B un produit de n — k algebres de quaternions. Puisque ¢ 1 ¢ € Ker([, q2F —
1, (?K ), on applique le corollaire 3 pour avoir

o Lo~ > i1 ({aa), ® @i sis =0,
dici @)y @i+ 30 i@ [L,b] si(r>1lets=1)ou(r=1ets=2),

pour des formes convenables ¢1,---, ¢, € Wy(F) et p1,---,ps € IF. En passant a I’algébre de
Clifford, on obtient dans Br(F'):

®r_4[ci,a;) sis=0,

C(SD)+C(90')N{( e ai) @ ( jzl[bjadj)) si(r>lets=1)ou(r=1ets=2),

pour des scalaires convenables ¢y, -, ¢, € Fetdy,---,ds € F*. Puisque B est un produit de n — k
algebres de quaternions, on obtient par comparaison des dimensions que A ~ B ® C, ou I’algebre C' est
produit de k algebres de quaternions donnée par:

) @il aq) sis =0,
(®iqleiai)) @ (®5-4[bj,dj))  si(r>1lets=1)ou(r=1ets=2).
D’ol, A admet une décomposition adaptée a K.

(2) Supposons que K soit de degré de séparabilité 4, [K : F| = 2" et A ~ 0. On obtient que ¢ est
hyperbolique (corollaire 1). Par le corollaire 3, o ~ > ", ((a;)), ® @i + p1 @ [1,b1] + p2 ® [1, ba] pour
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des formes convenables @1, - -+, ¢, € W, (F) et p1,p2 € IF. On conclut comme dans (1) en passant
par I’algebre de Clifford.

4. UN CONTRE-EXEMPLE A LA DECOMPOSITION ADAPTEE

Notre but dans cette section est de donner une preuve de la proposition 1. Pour cela on utilisera
Particle [18] de Leep et Smith consacré a 1’étude du noyau de Witt des extensions triquadratiques en
caractéristique différente de 2. Plus exactement, pour une extension triquadratique Fy(y/a, v/b, \/c)
d’un corps Fp de caractéristique différente de 2, le résultat [18, Lemma 4.1] donne une méthode pour
construire des Fy(y/a)-formes quadratiques de dimension 4 qui ont la propriété d’étre définies sur

F' et hyperboliques sur Fy(+/a, Vb, V/¢). Ce résultat clarifie ’exemple [13, Exemple 5.8(v)] qui a
motivé la proposition 1 (voir le commentaire [18, Page 254]). On commence par établir I’analogue
en caractéristique 2 de [18, Lemma 4.1]:

Proposition 3. Soit M = F(p~'(a),p 1 (b), p (c)) une extension triquadratique séparable de F, et
K = F(p~(a)). Posons a = p~'(a) et soit p = B[1,b] L ¥[1,c] une K-forme quadratique, oit
B = s+ taety = u+ va sont des éléments de K™ avec s,t,u,v € F. Alors, les deux assertions
suivantes sont équivalentes:

(1) p est définie sur F'.

(2) <<NK/F(5),bH ~ <<NK/F(’)/),CH, et si tv # 0, alors tv € DF(<<NK/F(,8),bH), oit Ng/p

désigne la norme relative a I’extension K/ F.

Preuve. On reprend les mémes arguments donnés dans [18]. Soit s : K — F' ’application F'-linéaire
donnée par: s(1) = 0 et s(a) = 1. Soit s, I’application transfert induite par s au niveau de ’anneau de
Witt (ou groupe de Witt). On rappelle le calcul suivant donné dans W (F'):

0 sit=20
S*(<B>b): {t<17NK/F(/8)>b Slt#07

et de maniere analogue on a

v 1,NK/F(’y)>b siv# 0.
En utilisant la réciprocité de Frobenius, on obtient dans W, (F'):

s¢(0) = 8:((B)p) @ [1,0] L s.((7)y) @ [1,¢].
(1) = (2) Supposons que ¢ soit définie sur F'. Alors, s.(¢) = 0 et donc s.((3),) ® [1,b] =~
s« ((7)p) @ [1,¢].
e Supposons tv = 0. On peut supposer t = 0. Alors, 8 € F et s.((8),) ~ 0 ~ (1, Ng/r(8)),
(car NK/F(B) € F?). En particulier, s.((7),) ® [1,¢] ~ 0 ~ <17NK/F(’Y)>b ® [1,c|. Ainsi,
((Nigyp(8),b]] = ((Nieyp () ¢] ]
e Sitv # 0. Alors, on obtient ¢ (1, Ng/p(8)), ® ~ v (1, Ng/p(7)), ® [1,¢]. Parla
multiplicativité d’une forme de Pfister, on déduit <<N K/ r(B b]] <<N K/ r(7), c]] ettv €
Dr(((Ng/r(8),b]])-

(2) = (1) Supposons que les conditions de (2) soient vérifiées.

Supposons que ¢ = 0 (le méme argument s’applique pour le cas v = 0). Alors, § € F et
((Ng/p(B),b]] ~ 0 ~ ((Ng/p(7),¢|]] = s«(v[1,¢]). Par conséquent, ¥[1,c] est définie sur F' et
donc ¢ I’est aussi.

Supposons tv # 0. Alors, la condition tv € Dp({{Ng,p(3),b]]) implique que t ((Ng,r(5),b]] ~
v ((Ng/r(7), c]]. Par conséquent, s, (¢) = 0 et donc ¢ est définie sur F. O

s(()y) = {0< =0

On donne un lemme préliminaire.

Lemme 2. Soient x une indéterminée sur F' et u une unité pour la valuation x-adique du corps des

fractions rationnelles F(z). Alors, pour tout € € Z impair, la forme [1,ux€] est anisotrope sur F(z).
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Preuve. Supposons que ¢ < 0 et que [1, uz€| soit isotrope sur F'(z). Il existe des polyndomes A, B € F[x]
premiers entre eux tels que A2 + AB + ux®B? = 0. Ainsi, 2 °A? + 7 °AB = uB?. Par conséquent, la
valuation de B2 est > —¢ + 1. En particulier,  divise B et on peut écrire B = 2= C pour un certain
C € Flz|. Donc, A% 4+ x7€2+1 = 0. Par conséquent, x divise A, ce qui est absurde car les
polyndmes A et B sont supposés premiers entre eux.

Le cas ol € > 0 se traite de la méme fagon en utilisant le fait que F'(z) = F(x~!) et en travaillant
avec la vaulation z~!-adique. O

Pour le reste de cette section, on prend F' = k(x, y) le corps des fractions rationnelles en les variables
x et y sur un corps k algébriquement clos de caractéristique 2. Soit K = F'(«), ol «v est une racine de
Y2 +Y + 2 € F[Y]. On fixe les notations suivantes:

B=za et v=y !+ za,
) M = F(a, p~'(b), 0~ (c)),
a=z,b=x?y t+let c=a 3@y 2 +ayt +23).

On vérifie facilement que I’extension M /F est de degré 8. Soit ¢ la forme quadratique sur K de
dimension 4 donnée par:

¢ =B[1,b] L~y[L,c]
On rappelle une isométrie:

(*%) ((r,s]] = ((r,r + s]] pourtousr,s € F avecr # 0.

De plus, avec les notations (x) ci-dessus, on vérifie N /p(7) = cNg/p(B) eth = c+NK/F(B)_1y_2.

Ainsi, on obtient

((Niesr(7) €] ((eNkp(B),c]]
~ <<NK/F ﬁ),cH (car c[1,¢c] ~ [1,])
= <<NK/F B)” ly 2,CH
~ ((Ng/r(B) 'y C+NK/F(5)_1Z/_2H (par (%x))
~ ((Ng/r(B),0]]

Comme z2 € <<N K/ r(B), b]], alors toutes les conditions de 1’assertion (2) de la proposition 3 sont
vérifiées, et par conséquent ¢ est définie sur F'. Soit 1) une F'-forme de dimension 4 telle que ¢ ~ VY.

On a la proposition suivante:

Proposition 4. La F-forme quadratique 1) est hyperbolique sur M mais n’appartient pas a W(F) ®
[1,a] + W(F)® [1,b] + W(F) ® [1,c].

Preuve. Soit L = F(a, p~ ' (x73y~2)). Comme k est algébriquement clos, on a 1 € p(k), c’est-a-dire,
[1, 1] est hyperbolique. Il est clair que [1, ¢], ~ [1, 272y~ !|L, puisque [1,273y~2 4+ 1] ~ 0.

L hyperbolicité de v/ est claire car 1n; =~ (Vi) pr = @ar ~ 0. Supposons que p € W(F)®[1,a] +
W (F)®[1,b] + W(F)®[1,c]. Puisque ¢ ~ 1 et [1,c]r ~ [1,272y~1]L, on obtient

4.1 By @ [La 2y N~ (p@ 1,22y )1

pour une certaine F'-forme bilinéaire p.
Posons E = F(p~!(x73y~2)). Soit s : L — E l’application E-linéaire donnée par: s(1) = 0 et
s(a) = 1. On vérifie qu’on a dans W (E) (les calculs sont faits relativement a la E-base {1, a} de L):

(1) 54((1),) ~ 0 car s4((1),) est une forme bilinéaire de dimension 2 isotrope puisque s(1) = 0.

T T

@00 = (2, 1 2) = 0o,

x T4y _ -1 -
Osltn) = ()51 g ) = ),

Ainsi, en appliquant a I’équation (4.1) le transfert s, induit par s, et en utilisant la réciprocité de
Frobenius, on obtient:
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4.2) (<1, z,x,y L+ a4+ x71y72>b @[,z %y g ~ 5:((1)p) ® pll, 272y g ~ 0.

Comme (x, x), est un plan métabolique, il est facile de voir que I’équation (4.2) s’écrit:

4.3) (L z(1+y*2® + ay)), ® 1,2 %y e ~ 0.
En utilisant I'isométrie k[1,1] ~ kl[1,1], I’équation (4.3) s’écrit

(4.4) (L ay(1 + 2 + 2y)), @ 1,272y ) ~ 0.

Posons ¢ = xy(1 + 3?23 + zy). Notons que ¢ n’est pas un carré dans F. Puisque E/F est séparable,
alors ¢ n’est pas un carré dans F. Par conséquent, e # 0 dans vg(1). En utilisant I’isomorphisme (2.1),

I’isométrie dans (4.3) se traduit par la relation :C—Qy—l% = 0 dans H2(E). Autrement dit, z—2y~1 €

E/p(F) appartient a 1’annulateur du symbole % défini par:

annqo(dg) = {z € E/p(E) | zdgc =0¢€ HZQ(E)} :

Cet annulateur a été étudié dans [4] pour les deux types de symboles (logarithmique et quadratique). En
particulier, dans notre cas on a d’aprés [4, Proposition 4.3] z—2y~1 =z € E/p(E), ot z = (.A? pour
A € E* convenable. Ainsi, on a I’isométrie suivante sur le corps E:

4.5) 1,272y~ ~[1,¢.A%).

On affirme que A € F. En effet, on écrit A = a' + b'§ pour o',/ € F,ou § = p~H(z 3y~ 2).
On considere le transfert Tr, induit par ’application trace de E/F. En appliquant Tr, a I’isométrie
[1,272y~1] ~ [1,¢.A?], on déduit que Tr,([1,(.A?]) = 0 car [1, 272y~ 1] est définie sur F. De plus,
par [12, Lemma 34.14], on a Tr.([1,¢.A%) = [1,Tr(¢.A%)] (mod I7F). On obtient par le Hauptsatz
que [1,Tr(¢.A%)] = [1,(.b?] est hyperbolique. Ainsi, on a nécessairement &' = 0 par le lemme 2 en
considérant la valuation x-adique de F'.

Notons que la forme [1, 272y~ 4+ (. A?] est anisotrope sur F. Sinon, on aurait [1, 772y ~1] ~ [1, . A?]
et ainsi, par la multiplicativité d’une forme de Pfister, on obtiendrait
@6) [z 2y '~ (e ?y ] = ay(l+ %2 + 2y)[L, 2y ] ~ a(1+ %2 + ay) 1,272y,

On étend 1’équation (4.6) au corps k(z)((y)) et on prend la valuation y-adique. Par le cas (B), la
premiére forme résiduelle de [1, 272y ~!] est (1) alors que celle de (1 + y?2% + 2y)[1, 272y~ ] est (z),
ce qui est absurde.

Puisque A € F et que la forme [1, 272y~ ! + (.A?] est anisotrope sur F, on déduit de 1’équation (4.5)
I’isométrie suivante sur F:

4.7 1,z 3y 2+ CAY ~ 1,272y 1.

On étend 1’équation (4.7) au corps k(z)((y)). Cette forme reste anisotrope sur k(z)((y)). On pose
A = y“u, ot € € Z et u est une unité pour la valuation y-adique de k(z)((y)). Les deux formes
résiduelles de [1, 272y ~!] sont isométriques a (1). Pour le membre de gauche, on montre que la premiére
(ou la seconde) forme résiduelle n’est pas isométrique a (1), ce qui donne une contradiction. Pour cela
on discute sur I’entier e:

Cas 1. Supposons € > —1. Alors, 2¢ +3 > 0. On a
Lz Py 2+ CAY = [Ly 2@ +2(1 + %2 + 2y)y* Bu?)).
Par le cas (C), la premiére forme résiduelle de [1, 273y ~2 + (. A2] est (1, z).
Cas 2. Supposons € < —1. Alors, —2 — (2¢ +1) > 0. Ona
1,23y 2+ CAY = [1,y2 M (@ 3y 2 CFD) 4 2(1 + 422 + zy)u?)).

Par le cas (B), la seconde forme résiduelle de [1, 273y =2 4 (. A?] est <xﬂ2> ~ (x).
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Ceci acheve la preuve de la proposition. O

On obtient le corollaire suivant:
Corollaire 7. L’extension biquadratique F(p~'(a), p~1(b))/F n’est pas excellente.

Preuve. On a A(¢Yg) = b+ c € K/p(K). Ainsi, A(Y)) = ea+b+c € F/p(F) poure = 0 ou 1.
Puisque [1, a]x ~ 0, on peut supposer que A(v)) = a+b+c € F/p(F). La forme 1 est anisotrope sur
F car sinon il existerait r € F* tel que ¢ ~ r[l,a+ b+ c] ~ r[l,a] L r[1,b] L r[1,c], ce qui est exclu
par la proposition 4.

Posons L = F(p~1(a),p~t(b)). Comme M = L(p~'(c)), ¥as est hyperbolique et A(yr) = ¢ €
L/(L), on déduit que 1), est isotrope [19, Lemme 4.3]. Suppsons que (¢/,) 4y, soit définie sur F'. Alors,
il existe r € F* tel que ¢r, ~ r[1, c]r. Ainsi, (¢p L r[1,¢])r ~ 0. Par [7, Corollary 4.16], il existe p, p’
des F'-formes bilinéaires telles que ¢ L 7[1,¢] ~ p® [1,a] L p’ ® [1,b], ce qui n’est pas possible par la
proposition 4. Ceci montre que ’extension L/F n’est pas excellente. U

Les premiers exemples des extensions biquadratiques qui ne sont pas excellentes ont été donnés
dans [13, Example 5.8]. En caractéristique 2 la situation est différente. On sait que les extensions
biquadratiques purement inséparables sont excellentes par un résultat de Hoffmann [14]. Récemment,
il a été prouvé dans [22] que toute extension biquadratique mixte est excellente [22]. En général
une extension biquadratique séparable n’est pas excellente. Cela a été fait dans [22] en généralisant
a la caractéristique 2 un exemple de Sivatski. Cette généralisation repose sur un résultat de Rowen
donnant I’existence d’une algebre centrale a division indécomposable de degré 8 et d’exposant 2. Le
corollaire 7 donne un nouveau exemple de la non-excellence des extensions biquadratiques séparables
en caractéristique 2.

Preuve de la proposition 1. Soit 1) comme dans la proposition 4. On consideére la forme ¢/ = ¢ L
[1,A(v)] L [0,0] de dimension 8 appartenant a IqQF. On a C(¢') ~ My(A) pour A une F-algebre de
degré 8. Puisque v est anisotrope (voir la preuve du corollaire 7), 1’algebre A est d’indice 4 (corollaire 1).
Puisque 15s est hyperbolique, alors A, est déployée. Mais A n’admet pas de décomposition adaptée
a M car sinon il existerait une forme ¢ € I7F vérifiant: ¢" € W(F) ® [1,a] + W(F) ® [1,b] +
W(F)® [1,det C(") ~ A ~ C(¢). Ainsi, on aurait ¢/ L ¢" € IJF = 0. Par conséquent,
YeW(F)®[l,al + W(F)®[1,b] + W(F) ® [1, ], ce qui est exclu par la proposition 4. O

L’algebre de degré 8 et d’exposant 2 construite par Elman-Lam-Tignol-Wadsworth en caractéristique
différente 2 et son analogue en caractéristique 2 que nous donnons dans la proposition 1 ont toutes les
deux un centre de la forme k(x,y) ou k est un corps algébriquement clos. Il est bien connu que sur de
tels corps k(z,y), les algébres simples centrales d’exposant 2 sont toutes d’indice au plus 2. Il devient
assez naturel de se poser la question suivante: soient D une algebre a division de degré 8 et d’exposant 2
sur un corps F' vérifiant cdo(F') = 2, et K/F une extension triquadratique séparable telle que D soit
déployée.

Question. L’algebre D admet-elle une décomposition adaptée a K ?

REFERENCES

[1] S. A. Amitsur, L. H. Rowen, J.-P. Tignol, Division algebras of degree 4 and 8 with involution, Isreal J. Math., 33 (1979),
133-148.

[2] R. Aravire, R. Baeza, The behavior of the v—invariant of a field of characteristic 2 under finite extensions, Rocky Mountain
J. Math, 19 (1989), 589-600.

[3] R. Aravire, R. Baeza, Milnor’s K -Theory and quadratic forms over fields of characteristic two, Comm. Algebra 20 (1992),
1087-1107.

[4] R. Aravire, R. Baeza, Annihilators of quadratic and bilinear forms over fields of characteristic two J. Algebra 299 2006,
294-308.

[5] R. Aravire, A. Laghribi, Results on Witt kernels of quadratic forms for multiquadratic extensions in characteristic 2, Proc.
Amer. Math. Soc. 141, no. 12 (2013), 4191-4197.

[6] R. Aravire, A. Laghribi, M. O’Ryan, Cohomological kernels of mixed extensions in characteristic 2, Journal of Algebra
542 (2020), 249-276.

[7] R. Baeza, Quadratic forms over semilocal rings, LNM 655, Springer-Verlag Berlin Heidelberg New York 1978.

[8] D. Barry, Decomposable and indecomposable algebras of degree 8 and exponent 2, Math. Z. 276 (2014), 1113-1132.

[9] D. Barry, Power-central elements in tensor products of symbol algebras, Com. in Algebra 44 (2016), 3767 — 3787.

11



[10] D. Barry, A. Chapman, Square-central and Artin-Schreier elements in division algebras, Archiv Math. (Basel) 104 (2015),
513-521.

[11] D. Barry, A. Chapman, A. Laghribi, The descent of biquaternion algebras in characteristic two, Isreal J. Math., 235
(2020), 295-323.

[12] R. Elman, N. Karpenko, A. Merkurjev, The Algebraic and Geometric Theory Quadratic Forms, Colloq. Publ., 56, Am.
Math. Soc., 2008.

[13] R. Elman, T. Y. Lam, J.-P. Tignol, A. Wadsworth, Wizt Rings and Brauer Groups Under Multiquadratic Extensions I,
Amer. J. Math. 105 (1983), 1119-1170.

[14] D. W. Hoffmann, Witt kernels of quadratic forms for multiquadratic extensions in characteristic 2, Proc. Am. Math. Soc.
143, no. 12 (2015), 5073-5082.

[15] D. W. Hoffmann, A. Laghribi, Isotropy of quadratic forms over the function field of a quadric in characteristic 2., J.
Algebra, 295 (2006), no. 2, 362-386.

[16] B. Kahn, Quelques remarques sur le u-invariant, Sém. Théor. Nombres Bordeaux, 2 (1990), 155-161. Erratum in: Sém.
Théor. Nombres Bordeaux 3, 247,(1991).

[17] K. Kato, Symmetric bilinear forms, quadratic forms and Milnor K-theory in characteristic 2, Inventiones Math. 66 (1982),
493-510.

[18] D. B. Leep, T. L. Smith, Wizt kernels of triquadratic extensions, Contemporary Mathematics 344 (2004), 249-256.

[19] A. Laghribi, Certaines formes quadratiques de dimension au plus 6 et corps des fonctions en caractéristique 2, Israel J.
Math., 129 (2002), 317-361.

[20] P. Mammone, R. Moresi, Formes quadratiques, algcbres 7 division et extensions multiquadratiques inséparables, Bull.
Belg. Math. Soc. 2 (1995), 311-319.

[21] P. Mammone, R. Moresi, A. Wadsworth, u-invariants of fields of characteristic 2, Math. Z. 208 (1991), 335-347.

[22] D. Mukhija, Quelques problemes sur les corps de fonctions des quadriques en caractéristique 2, These de Doctorat de
I’Université d’ Artois, décembre 2021.

[23] C. H. Sah, Symmetric bilinear forms and quadratic forms, J. Algebra 20 (1972), 144-160.

[24] U.P. Tietze, Zur Theorie quadratischer Formen iiber Hensel-Korpern, Arch. Math. 35 (1974), 144-150.

DEPARTEMENT DE MATHEMATIQUE ET INFORMATIQUE , UNIVERSITE DES SCIENCES, DES TECHNIQUES ET DES
TECHNOLOGIES DE BAMAKO, COLLINE DE BADALABOUGOU BP E3206, BAMAKO, MALI
Email address: barry.demba@gmail.com

UNIV. ARTOIS, UR 2462, LABORATOIRE DE MATHEMATIQUES DE LENS (LML), F-62300 LENS, FRANCE
Email address: ahmed.laghribi@univ-artois.fr



