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HOMOLOGIE D’INTERSECTION. PERVERSITES GENERALES
ET INVARIANCE TOPOLOGIQUE

par

David Chataur, Martintxo Saralegi-Aranguren & Daniel Tanré

Résumé. — L’invariance topologique de I’homologie d’intersection d’une pseudovariété,
démontrée par M. Goresky et R. MacPherson, est une des propriétés majeures de cette
homologie. Elle est vraie pour des perversités ne dépendant que de la codimension des
strates et convenablement bornées, que nous appelons GM-perversités. H. King redémontre
cette invariance en associant a chaque pseudovariété, X, une pseudovariété intrinseque,
X*, pour laquelle existe un isomorphisme entre les homologies d’intersection, HY(X) =
HP(X™), pour toute GM-perversité, p.

Dans ce travail, nous démontrons qu’une certaine invariance topologique demeure dans
le cadre de perversités définies de fagon indépendante sur chacune des strates et non
pas a partir de la seule codimension des strates. Pour cela, nous montrons que certaines
perversités générales, p, appelées K-perversités, définies sur une pseudovariété, X, induisent
une perversité ¢ sur X* et que l'on a toujours HEY(X) = HI(X™). Si D est une GM-
perversité, alors HI(X™*) = HZ(X™) et on retrouve l'invariance topologique usuelle.

Nous étudions également ’extension de ce résultat & une variation de I’homologie d’in-
tersection, appelée homologie d’intersection modérée, et plus particulierement adaptée aux
“grandes” perversités. Modulo un nécessaire controle du comportement des strates de X
qui deviennent réguliéres dans X ™, nous montrons que le résultat précédent reste vrai dans
ce cadre. En particulier, en présence de K-perversités, ’homologie d’intersection et I’homo-
logie d’intersection modérée, sont invariantes par raffinement de la stratification lorsqu’il
n’y a pas de strate de codimension 1.

L’homologie d’intersection d’une pseudovariété étant définie apres le choix d’une stra-
tification, se pose immédiatement la question de I'impact de ce choix sur le résultat.
Le fait qu’il n’en dépende pas, appelé invariance topologique et démontré par M. Go-
resky et R. MacPherson dés leur premier article [9], est une des propriétés majeures
de la théorie. Plus précisément, si p: Z~1 — Z est une perversité classique et vérifiant
p(t) < pt+1) <pt)+1, p(2) = 0, alors 'homologie d’intersection est un invariant
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du type d’homéomorphisme d’une pseudovariété sans strate de codimension 1. Dans le
suite, nous appelons GM-perversités les perversités vérifiant les propriétés précédentes.

L’homologie d’intersection existe également pour des perversités plus générales, défi-
nies sur 'ensemble des strates d’une pseudovariété stratifiée et a valeurs dans Z, cf. [12]
Section 1.1] et Remarque De telles perversités étant définies a partir des strates,
il est naturel de conclure qu’aucune invariance topologique ne peut subsister. Dans ce
travail, nous étudions 'existence éventuelle de conditions sur les perversités ou sur la
stratification entralnant une invariance topologique de I’homologie d’intersection.

Pour cela, nous reprenons la méthode utilisée par H. King [11] pour démontrer cette
invariance topologique, dans le cas des GM-perversités et des espaces localement coniques
introduits par L. Siebenmann dans [17] et appelés CS-ensembles. A tout CS-ensemble,
X, H. King associe, suivant un procédé qu’il attribue & D. Sullivan, un nouveau CS-
ensemble noté X*. Les CS-ensembles X et X* ont méme espace topologique sous-jacent
mais des stratifications distinctes. L’idée directrice est d’éliminer les strates de X qui
ne correspondent pas a sa topologie. Par exemple, prenons pour X une sphére stratifiée
avec un point en filtration 0. Ce point particularisé a des voisinages homéomorphes a
ceux de tout autre point de la sphere et il n’a donc aucun caractére singulier qui ameéne
a le distinguer; le CS-ensemble X™* associé est la sphere toute entiére en stratification
réguliere. Revenons au cas général : deux CS-ensembles ayant méme espace topologique
sous-jacent ont le méme CS-ensemble X* associé, d’ou le qualificatif intrinseque pour
ce dernier. L’invariance topologique dans le cadre des GM-perversités, équivaut alors au
fait que, pour tout CS-ensemble X, les homologies d’intersection de X et de X™* sont
isomorphes.

La question que nous abordons ici s’énonce donc : pour quelles perversités générales,
a-t-on un isomorphisme entre les homologies d’intersection de X et de son CS-ensemble
intrinseque X* 7 Pour ce faire, nous définissons les K-perversités (Définition [6.7]) qui
donnent une condition suffisante, énoncée dans le Théoréme Ce dernier recouvre
I'invariance topologique des GM-perversités classiques et une invariance par raffinement
dans le cas de perversités générales.

Comme complexe permettant de calculer 'homologie d’intersection, nous choisissons
un complexe singulier construit sur des simplexes filtrés. Nous montrons dans le Théo-
réeme [A] qu’il redonne bien I'homologie d’intersection usuelle avec des perversités géné-
rales apres avoir démontré 'existence d’une suite exacte de Mayer-Vietoris et I'invariance
homotopique. Ces résultats seront utilisés dans un travail en cours d’écriture ([3]).

Pour terminer, signalons que, dans le cadre des GM-perversités et, par exemple, de
coefficients réels, I’homologie d’intersection possede une dualité de Poincaré [9] et il
existe un complexe adéquat de formes différentielles vérifiant une extension du classique
théoréme de de Rham, un résultat de M. Goresky et R. MacPherson cité dans [1, Pro-
position 1.2.6]. En dehors de ce rang de perversités, ces propriétés disparaissent. C’est le
cas pour les perversités qui ne sont pas plus petites que la perversité maximale ¢. Dans
[16] (cf. aussi [7]) apparait une modification de I'homologie d’intersection qui coincide
avec ’homologie d’intersection usuelle si p < t. Avec cette variation, appelée homologie
d’intersection modérée, I'isomorphisme de de Rham (cf. [16]) et la dualité de Poincaré a
coefficients dans un corps (cf. [8, [6]) subsistent sans restriction sur la perversité. Nous
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présentons aussi une version filtrée de ’homologie d’intersection modérée et démontrons
dans le Théoreme [C] qu’elle est isomorphe & celle introduite dans les références citées.

L’idée directrice pour la définition de 'homologie modérée est d’éliminer les simplexes
admissibles entierement situés dans la partie singuliere Cette homologie ne peut étre un
invariant topologique car pour toute perversité strictement plus grande que la perver-
sité maximale, I’homologie d’intersection est égale a I'homologie singuliere relative de
la pseudovariété et de son sous-espace singulier, cf Proposition Cependant, nous
pouvons montrer qu’il s’agit de la seule obstruction. Si le CS-ensemble considéré n’a
pas de strate singuliere qui devienne réguliere dans le CS-ensemble intrinseque associé,
alors le résultat précédent sur I’homologie d’intersection reste valable, cf. Théoreme
En particulier, sous cette hypothese et avec des K-perversités, I’homologie d’intersection
modérée est invariante par raflinement de la stratification.
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Sauf mention explicite, les divers groupes d’homologie apparaissant dans ce travail
sont a coefficients dans un groupe abélien, G.

1. Espaces stratifiés.

Dans cette section, nous rappelons les définitions d’espaces stratifiés, de CS-
ensembles, de pseudovariétés et quelques propriétés basiques les concernant.

Une pseudovariété possede, en particulier, une structure d’espace topologique filtré et
cette généralité suffit & définir I’homologie d’intersection.

Définition 1.1. — Un espace filtré, (X, (X;)o<i<n), est un espace topologique séparé,
X, muni d’une filtration par des sous-espaces fermés,

XoCX;C...CX, =X,

telle que le complémentaire, X,,\ X,,_1, soit non vide. La dimension formelle de X est
désignée par dim X = n. L’indice i et la dimension formelle, dim X, ne correspondent
pas nécessairement & une notion géométrique de dimension.

Les composantes connexes, S, de X;\ X;_1 sont les strates de X et nous posons dim S =
i et codim S = dim X — dim S. Les strates de X, \X,_1 sont appelées réguliéres; les
autres sont dites singuliéres. Nous notons Sx ’ensemble des strates non vides de X. Le
sous-espace X, _1 est ’ensemble singulier; il est parfois aussi noté .



4 DAVID CHATAUR, MARTINTXO SARALEGI-ARANGUREN & DANIEL TANRE

Exzemple 1.2. — Soit (X, (X;)o<i<n) un espace filtré.

— Un ouvert U de X peut-étre muni de la filtration induite, définie par U; = U N X;,
qui en fait un espace filtré.

— Si M est une variété topologique, la filtration produit, (M x X);)o<i<n, est définie
par (M x X), = M x X;. Elle fait de M x X un espace filtré.

— Si X est compact, le cone ouvert ¢X = X x [0,1[/X x {0} peut-étre muni de
la filtration conique, (¢X )o<i<ns+1 définie par (¢X), = ¢X;_1, avec la convention
¢ ={w}, ot w=[—,0] est le sommet du cone.

S’il n’y a pas de risque de confusion, nous notons également un espace filtré par la
simple lettre, X. Pour avoir un bon comportement des applications continues, il nous
faut enrichir la notion d’espace filtré, de la facon suivante.

Définition 1.3. — Un espace stratifié est un espace filtré dans lequel toute paire de
strates, S et ', telle que S NS’ # 0, vérifie S C 5.

L’ensemble des strates d’un espace stratifié est muni d’un ordre partiel ([6, Section
2.2.1]) ou (J4} Section A.2]) défini par $ < 8" si S C 5. Onnote S < S si § < & et
S #5.

Définition 1.4. — Soit X un espace stratifié. La profondeur d’une strate S de X est

le plus grand entier, m, tel qu’il existe une suite de strates, S = S,, < Sp_1 < -+ < S,
avec S; # Sj sii # j.

Exzemple 1.5. — Si (X, (Xi)o<i<n) est un espace stratifié, chaque construction de
I’Exemple est un espace stratifié.

Définition 1.6. — Une application stratifiée, f: (X, (X;)o<j<n) = (Y, (Yj)o<j<m), est
une application continue entre espaces stratifiés, telle que, pour chaque strate S € Sy,
il existe une (unique) strate S € 8y vérifiant f(S) C S/ et codim S/ < codim S. Une
application stratifiée préserve les strates sin =m et f~1Y,_, = X,,_s, pour tout £ > 0.

Notons qu’une application continue, f: X — Y, est stratifiée, si, et seulement si,
I'image réciproque de toute strate S’ de Y est soit vide, soit une union de strates de X de
codimension plus grande que celle de S’ ; i.e., f~1(S") = U;esS;, avec codim S’ < codim S;
pour tout ¢ € I. Remarquons qu’une application stratifiée envoie une strate réguliere dans
une strate réguliere mais peut envoyer une strate singuliere dans une strate réguliére.

Exemple 1.7. — Les applications pr: M x X — X, ;: X — ¢X avec z — (t,x),
tm: X — M x X avec  — (m,z) et l'injection canonique d’'un ouvert, U — X,
apparaissant dans I’Exemple sont des applications stratifiées.

Les propriétés basiques des applications stratifiées sont démontrées dans [4], Section
A.2] et certainement déja connues auparavant pour la plupart d’entre elles; nous les
rappellerons au fur et & mesure. En particulier, mentionnons qu’elles respectent 1’ordre
sur les strates.

Proposition 1.8 ([4, Proposition A.23]). — Une application stratifiée, f: X — Y, in-
duit une application croissante (Sx,=) — (Sy, =), S+ S7.
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Rappelons la définition d’espace stratifié localement conique due & L. Siebenman, [17].

Définition 1.9. — Un (CS-ensemble de dimension n est un espace filtré,
X 1=0CXoCX1C---CX,, 2C X1 & X=X,

tel que, pour tout i € {0,...,n}, X;\X;_1 est une variété topologique, de dimension 1%
ou ensemble vide. De plus, pour chaque point z € X;\X;_1, i # n, il existe

(i) un voisinage ouvert, V', de x dans X, muni de la filtration induite,
(ii) un voisinage ouvert, U, de x dans X;\ X;_1,

(iii) un espace filtré compact, L, de dimension formelle n — i — 1, dont le cone, ¢L, est
muni de la filtration conique, (¢L); = ¢L;_1,

(iv) un homéomorphisme, ¢: U x ¢L — V, tels que
(a) ¢(u,w) = u, pour tout u € U, ot w désigne le sommet du cone,
(b) o(U x ¢Lj) =V N X4 41, pour tout j € {0,...,n —i—1}.

Le couple (V,¢) est appelé carte conique de x et l'espace filtré, L, un lien de z. Un
CS-ensemble est dit normal si les liens sont connexes.

Dans la définition précédente, les liens sont toujours des ensembles non vides. Par
conséquent, l'ensemble X\ X,,_1 est partout dense. Le fait qu'un CS-ensemble satisfait
la condition imposée aux strates d’un espace stratifié se trouve, par exemple, dans [4]
Theorem GJ. Bien que n’étant généralement pas des CS-ensembles, les liens sont toujours
des espaces filtrés. Remarquons aussi que les liens de points situés sur la méme strate
ne sont en général pas homéomorphes; ils ont cependant méme homologie d’intersection
pour toute perversité, cf. [6, Chapter 5]. Si X est un CS-ensemble, alors tout ouvert de
X et tout produit de X avec une variété topologique M, munis des structures induites
de ’Exemple sont des CS-ensembles. Il en est de méme pour ¢X lorsque X est de
plus compact.

Nous introduisons maintenant la définition originelle de pseudovariétés due a M. Go-
resky et R. MacPherson, [9], sans restriction sur l'existence de strates de codimension 1.

Définition 1.10. — Une pseudovariété topologique de dimension n (ou, plus simple-
ment, une pseudovariété) est un CS-ensemble de dimension n dans lequel tous les liens,
L, de points = € X;\X;_1 sont des pseudovariétés topologiques de dimension (n —i— 1),
pour tout i € {0,...,n}.

Tout ouvert d’une pseudovariété est une pseudovariété. Le résultat suivant précise
I'impact de I’hypothése de paracompacité dans le cas des CS-ensembles.

Proposition 1.11. — Un CS-ensemble paracompact est métrisable.

Démonstration. — Soit X un CS-ensemble paracompact. D’apres le théoreme de mé-
trisabilité de Y. Smirnov [18], avec '’hypothése de paracompacité, il suffit de montrer
que X est localement métrisable. Nous procédons par récurrence sur la profondeur du
CS-ensemble. En dimension 0, c’est vrai car X est une variété topologique.

Supposons le résultat vrai jusqu’a la profondeur n—1 et soit X de profondeur n. Nous
choisissons comme voisinage d’un point de X son voisinage conique, U x €L, ou U est
une boule ouverte. Remarquons que U x ¢L\(U xw) = U x Lx]0, co[ est un ouvert de X ;
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c’est donc un CS-ensemble. Chacun des trois termes de ce produit étant une intersection
dénombrable de compacts, 'espace U x ¢L\(U x w) est un CS-ensemble paracompact. Il
est donc métrisable d’apres 'hypothese de récurrence.

Nous en déduisons, pour tout a > 0, la métrisabilité de U x L x [a,b] et, par homéo-
morphisme, celle de U x L x [0,1]. Si B est la boule fermée de rayon moitié de celui de
U, le produit B x L x [0,1] est donc compact métrisable. L’image par une application
continue d’un compact métrisable dans un espace de Hausdorff étant métrisable, nous
avons obtenu la métrisabilité de B x ¢L et, par homéomorphisme, celle de U x ¢L. [

2. Perversités

L’outil fondamental de la théorie d’intersection est la notion de perversité qui
controle le degré transverse aux strates d’un espace filtré. Nous en rappelons
ici les diverses facettes.

Commencgons par la définition de perversités telles qu’elles apparaissent dans [9] et que
nous appelons perversités classiques, pour les distinguer de perversités plus générales,
introduites dans [12], que nous désignons simplement par perversités.

Définition 2.1. — Une perversité classique libre (loose perversity dans [11]) est une
application p: N — Z, i — p(i), telle que p(0) = 0. Une perversité classique de King est
une perversité classique libre telle que

p(i) <p(i+1) <p(i)+1, pourtout > 1. (1)

Une perversité de Goresky-MacPherson (ou GM-perversité) est une perversité classique
libre vérifiant p(1) = p(2) = 0 et la condition ().

Par exemple, les superperversités de [7] sont des K-perversités vérifiant p(2) > 0,
de facon a couvrir le cas p(2) = 1 de [2]. Définissons maintenant des perversités plus
générales. Contrairement aux perversités classiques, ces nouvelles perversités ne sont pas
des applications définies indépendamment de toute référence & un espace filtré mais sont
des applications liées a la décomposition en strates de I'espace filtré.

Définition 2.2. — Une perversité sur un espace filtré, (X, (Xi)o<i<n), est une applica-
tion, px: Sx — Z, définie sur I’ensemble des strates de X et prenant la valeur 0 sur les
strates régulieres. Le couple (X,Px) est appelé espace pervers. 1l est aussi noté (X, D)
s’il n’y a pas de risque de confusion.

Si X est stratifié, ou un CS-ensemble, nous dirons que (X,p) est un espace stratifié
pervers ou un CS-ensemble pervers.

Soit (X, (Xi)o<i<n) un espace filtré. Une perversité classique libre au sens de la Défi-
nition [Z] induit une perversité sur X, obtenue en posant p(S) = p(codim S).

Si P et g sont deux perversités sur X, nous posons p < g si 'on a p(S) < g(S), pour
tout S € Sx. Rappelons que le treillis des GM-perversités admet un élément maximal,
t, appelé perversité maximale et défini par (i) =i — 2, si i > 2. Par extension, on notera
aussi ¢ la perversité sur un espace filtré, X, définie par #(S) = codim S — 2 si S est une
strate singuliere. La perversité Dp, définie par Dp + p = t, est appelée perversité duale
de p. La perversité nulle, notée 0, est définie par 0(S) = 0, pour tout S € Sx.
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Définition 2.3. — Soit f: X — Y une application stratifiée. A toute perversité, g, sur
Y, on associe une perversité sur X, appelée perversité image réciproque par f, et définie
par (f*9)(S) = q(S/), pour toute strate S € 8x.

Exemple 2.4. — Reprenons les constructions de ’Exemple a partir d’'un espace
stratifié pervers, (X, D).

— Tout ouvert U est muni d’une structure d’espace stratifié pervers, pour la filtration
induite et la perversité image réciproque de p par l'inclusion canonique U — X,
notée aussi p.

— Le produit X x M est un espace stratifié pervers pour la filtration produit et la
perversité image réciproque de p par la projection canonique X x M — X, notée
aussi p.

— Si X est un espace stratifié compact, les strates sur le cone ouvert, ¢X, ont été
définies dans 'Exemple par

Sex = {Sx]0,1[| S € 8x} U {{u}}.

Ainsi, toute perversité, p, sur ¢X induit une perversité sur X, toujours notée p et

définie par p(S) = p(Sx]0, 1]).

Terminons avec la notion d’homotopie entre applications stratifiées, dans laquelle le
produit X x [0,1] est muni de la filtration produit et de la perversité image réciproque
par la projection canonique X x [0,1] — X.

Définition 2.5. — Deux applications stratifiées entre espaces stratifiés pervers,
fy9: (X,p) = (Y,q), sont homotopes s’il existe une application stratifiée entre espaces
stratifiés pervers, ¢: (X x [0,1],p) — (Y,q), telle que p(—,0) = f and ¢(—,1) = g.

L’homotopie est une relation d’équivalence et une notion d’équivalence d’homotopie
entre espaces stratifiés pervers découle naturellement de cette définition.

Remarque 2.6. — Considérons le résultat classique suivant : les actions libres du
cercle, S', sur un espace topologique, X, sont classifiés par les espaces d’orbites, B =
X /S et les classes d’Euler e € H?(B;Z). L'extension au cadre des actions non libres
du cercle est menée dans [14], [15], [13], via une classe d’Euler appartenant & un groupe
de cohomologie d’intersection e € Hg(B ;R). En particulier, dans [14], il est montré que,
pour une certaine classe d’actions du cercle, ’espace stratifié, B, et la classe d’Euler, e,
déterminent la cohomologie d’intersection de X, pour toute perversité p. La perversité,
€, qui permet ce résultat n’est pas une perversité classique; elle prend les valeurs 0, 1 ou
2, suivant le type d’action de S! sur la strate considérée :

— €(S) = 0 si la strate S n’a pas de points fixes,

— ©(9) = 1 si la strate S est constitué de points fixes et si S! agit trivialement sur le

lien Lg de S,

— €(S) = 2 sur les autres strates.
Cet exemple illustre 'intérét d’une définition d’homologie d’intersection pour des per-
versités plus générales que les perversités classiques.
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3. Homologie d’intersection avec des simplexes filtrés. Théoréme [A]

Nous présentons ici deux complexes singuliers calculant ’homologie d’inter-
section de M. Goresky et R. MacPherson (]9]). Le premier de ces complexes
est di a H. King; le deuxieme est déja apparu dans plusieurs travaux du
deuxiéme auteur, cf. [L6] par exemple.

Commencons par la notion de simplexe singulier admissible telle qu’elle apparait chez
R. MacPherson, [12].

Définition 3.1. — Soit (X,p) un espace pervers. Un simplexe singulier, o: A — X,
est p-admissible si, pour toute strate S € Sy, I'image réciproque, o~ 1(S), est incluse
dans le squelette de A de dimension

dim A — codim S + p(5). (2)

Une chaine singuliere, £, a coefficients dans un groupe abélien G, est de p-intersection
si tout simplexe a coefficient non nul dans £ et 9¢ est p-admissible. Notons IPC, (X;Q)
le complexe des chaines de p-intersection et IP H.(X; G) son homologie.

Notons que la condition de p-admissibilité est satisfaite pour toute strate réguliere,
S, car cette derniére vérifie codim S = p(S) = 0. Définissons maintenant une notion de
simplexe filtré, plus adaptée & une approche simpliciale.

Définition 3.2. — Soit (X, (X;)o<i<n) un espace filtré. Un simpleze filtré est une appli-
cation continue, o: A — X, de source un simplexe euclidien muni d’une décomposition
A =Ag*x Ay *---x Ay, appelée o-décomposition de A, vérifiant

O'_lXZ':Ao*Al*---*AZ’7
pour tout i € {0,...,n}.

Les dimensions des simplexes A; de la o-décomposition mesurent le défaut de trans-
versalité du simplexe o relativement aux strates de X. Ces simplexes A; peuvent étre
vides, avec la convention ) x Y =Y, pour tout espace Y. Remarquons aussi qu'un sim-
plexe singulier o: A — X est filtré si chaque 0=1(X;), i € {0,...,n}, est une face de A
ou l'ensemble vide.

Définition 3.3. — Considérons un espace pervers, (X, (X;)o<i<n,P), €t un simplexe
filtré, o: A =Ag*x---x A, — X.
(i) Le degré pervers du simpleze o est le (n + 1)-uplet, |lo|| = (||lollo,---,|lo|ln), ou
loll; = dimo™' X,,_; = dim(Aq * - - - ¥ A,,_;), avec la convention dim () = —oo.

(ii) Pour toute strate S de X, le degré pervers du simplexe o le long de la strate S est
défini par
—00, si SNo(A) =0,
lolls = llo || coa i
codim S, SION.
(iii) Pour toute strate S de X, le degré pervers de la chaine £ =3, ; \joj, A\j € G, le
long de la strate S est défini par

I€lls = max lojlls-
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Nous désignons par ||£|| I'application qui associe ||£]|s a toute strate singuliere S de X.

Remarque 3.4. — Soit 0: A — X un simplexe filtré d’un espace filtré et soit S une
strate de X. Si 0~ 1(S) est différent de I’ensemble vide, on note Fg la plus petite face de
A contenant o~ 1(S). D’apreés la Définition 3.1}, le simplexe filtré o est p-admissible si, et
seulement si, on a ¢~ 1(S) = @) ou dim Fs < dim A — codim S + B(S), pour toute strate
S de X.

Si la strate S est de codimension i, nous avons montré, dans [4, Lemme A.24], que
I'on a toujours, o 1(S) = 0 ou 07 1(S) = Ag - % Ap_i\Ag*---* Ay_;_1. Dans le
deuxiéme cas, de dim Fg = ||o||; = ||o||s, on déduit alors,

o est p-admissible <= ||o||s < dim A — codim S + p(S), pour tout S € 8x. (3)

Définition 3.5. — Si (X,P) est un espace pervers, nous notons C¥(X; G) le complexe
des chaines de p-intersection constituées de combinaisons linéaires de simplexes filtrés.
Son homologie est appelée homologie de p-intersection, a coefficients dans le groupe
abélien G, et notée HY(X;G).

Cette appellation est justifiée par le fait que, pour des pseudovariétés, X, cette homo-
logie est naturellement isomorphe a IPH,.(X; Q).

Théoréme A. — Soit (X,p) un CS-ensemble pervers. L’inclusion canonique
CY(X;G) — II_’_C'*(X;G) est un morphisme de chaines induisant un isomorphisme
en homologie, HY(X;G) 2 IPH,(X;G).

Si P est une perversité classique, ce théoréme est la Proposition A.29 de [4]. Avec
des perversités générales, une version légerement différente se trouve aussi dans [16]
Proposition 2.4.1], ou les simplexes admissibles sont définis a partir de l'existence d’un
éclatement de ’espace X lui-méme. L’existence d'un tel éclatement nécessitant des hy-
potheses particulieres sur 'espace X (comme, par exemple, le fait d’étre un espace de
Thom-Mather), nous donnons dans la Section Bl une démonstration du Théoréme [A]
valable sans cette restriction.

Terminons cette section avec quelques propriétés du complexe c? (X;Q).

Proposition 3.6. — Toute application stratifiée entre espaces stratifiés pervers,
f+(X,p) = (Y,Q), vérifiant linégalité f*Dq < DD entre les perversités duales, induit
un morphisme de chaines, f.: CY(X;G) — CLY;G), défini au niveau des simplexes
filtrés par o — foo.

Remarquons que, 'application f étant stratifiée, 'inégalité p < f*q entraine f*Dgq <
Dp.
Démonstration. — L’application f, étant compatible a la différentielle, il suffit de mon-
trer que

I'image d’un simplexe p-admissible est un simplexe g-admissible. (4)

Soit o0: A = Ag *---x A, — X un simplexe filtré p-admissible, c¢’est-a-dire vérifiant

llolls < dim A — codim S + B(5), (5)
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pour toute strate S de X. Soit T une strate de Y, il nous faut montrer

|foo|lr <dimA — codimT +G(T). (6)
Si (foo)(A)NT = ( alors || foo||7 = —co et I'inégalité (B]) est vérifiée. Supposons donc
(foo)(A)NT # . Par définition d’application stratifiée, on sait que f~(T) = U;esS;,
avec codim T < codim S;, pour tout i € I. L’hypothese (f o o)(A) N'T # () implique

lexistence d’une strate S,, o € I, avec o(A) NS, # ), d’on, avec les notations de la
Définition [LB, SZ = T'. Tl s’ensuit,

[foollcodimr < |If ©0llcodims. < [|0]lcodim 5.
< dim A — codim S, + p(Sy) < dim A — Dp(S,) + 2
< dimA — f*Dg(S,) +2 < dim A — Dg(T) + 2
< dim A — codim T + g(7T),

ou 'on a développé les définitions de perversités duales et utilisé, successivement, la Dé-
finition B2 [4, Theorem F], 'hypothese (@), I'hypothese f*Dg < Dp et la Définition [Z3]
L’inégalité (6]) est donc établie. O

Remarque 3.7. — Dans la preuve précédente, les strates T C Y régulieres n’inter-
viennent pas. En conséquence, I’hypothese f*Dg < Dp doit étre vérifiée seulement pour
les strates S de X envoyées sur une strate singuliere. (Ces strates S sont alors obligatoi-
rement singulieres.)

Proposition 3.8. — Soit ¢: (X x [0,1],p) — (Y,q) une homotopie entre deuzx appli-
cations stratifiées, f, g: (X,p) — (Y,q). Si 'homotopie vérifie l'inégalité, p*Dq < Dp,
alors les applications f et g induisent la méme application en homologie,

fe= gt HU(X;G) — HI(Y;G).

Démonstration. — Notons tg, t1: X — X x [0, 1], les injections canoniques définies par
tk(x) = (x,k) pour k = 0, 1. L’homotopie ¢ vérifie f = p o1y et g = p oty et, d’apres
la Proposition B.6] elle induit un homomorphisme, ¢, : HY(X x [0,1]; G) = H{(Y;G). 1l
suffit donc de montrer ¢ = t1..: HY(X;G) — HE (X x [0,1]; G).

Soit o: A™ = (eq, ..., em) — X un simplexe filtré, p-admissible. En notant a; = (e;, 0)
et bj = (ej,1) les sommets de A™ x [0, 1], on définit une (m + 1)-chaine de A™ x [0, 1]
par

P = Z(—l)j<a0, N ,aj, bj, e 7bm>
7=0

Celle-ci engendre une homotopie de chaines, h: Cy(X) — Ciy1(X x [0,1]), entre

Lo« €t i1+, définie par o — (o x id),(P). Pour tout j € {0,...,m}, nous notons
i A™TL = (vg, . 0) — A™ x [0,1], le m-simplexe défini par (vg,...,Vmi1)
(ag,...,a;,bj,...,by). Par construction, nous avons A™ x [0, 1] = UTonj(AmH). Pour

tout strate S de X, on a
Tfl(a x id)7H(S x [0,1]) = Tfl(a_l(S) x [0,1]) € o= 1(S) x [0, 1],
d’ou 'on déduit les inégalités,

[( xid) o 7jllsx[0,1] < llolls +1 < m — codim S +p(S) + 1.
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Il s’ensuit,

IN

I1h()[l5x[0,1] max (0 x id) o 7j|lsxj0,1] < m — codim S +p(S) + 1

< dim A™! — codim (S x [0,1]) 4+ B(S x [0,1]).

Toute strate de X x [0, 1] étant de la forme S x [0, 1], avec S une strate de X, nous avons
démontré que h(o) est p-admissible. O

Si (X,P) est un espace pervers, on munit le produit R x X des filtrations et perversités
définies dans les Exemples et 2.4l La perversité sur le produit est encore notée p.
Dans la démonstration précédente, nous avons également établi le résultat suivant.

Corollaire 3.9. — Soit (X,D) un espace stratifié pervers. Alors, les inclusions t,: X —
Rx X,z (2,7) avec z € R firé, et la projection px: Rx X — X, (2,z) = =z, induisent
des isomorphismes, HL (R x X;G) = H.(X; G).

Remarque 3.10. — Nous reprenons ici une remarque de H. King ([11]) aussi présente
dans [4, Remark A.31]. Pour un espace filtré, X, et un simplexe o: A — X, il existe
deux définitions possibles de p-admissibilité pour une perversité classique, p :

(a) demander que o~ 1(X,,_;) soit inclus dans le squelette de A de dimension dim A —
Jj+ (i),

(b) ou demander que 0! (X,,_;\ X,,_;_1) soit inclus dans le squelette de A de dimension
dim A — j +5(j).

Observons que (b) se traduit par une suite indépendante d’inclusions, ce qui n’est pas

le cas pour (a). En effet, dans la condition (a) le sous-espace X,_; est présent dans

dans toutes les inégalités faisant intervenir X,,_j avec k < j. On vérifie facilement que

les conditions (b) impliquent les conditions (a) mais que I’équivalence entre (a) et (b)

nécessite des hypotheses supplémentaires sur la perversité p. Par exemple, c’est le cas si

P est une perversité de King.

Dans [4], Appendix], nous avons choisi la définition (a), qui est également celle de [11].
Dans le cadre des perversités générales, la définition de p-admissibilité oblige & raisonner
strate par strate, ce qui correspond & la condition (b). Cette remarque explique pourquoi
certains résultats obtenus ici peuvent différer de ceux de [4, Appendix]. Par exemple, le
calcul de I’homologie du cone fait dans la Proposition [5.2] ne nécessite aucune hypothése
sur la perversité P, contrairement a [4, Proposition A.14] ou la condition p perversité de
King est requise.

4. Suite exacte de Mayer-Vietoris

Dans cette section, nous construisons une suite exacte de Mayer-Vietoris pour

I’homologie d’intersection H. p (X;G). C'est un des points clés dans la preuve
du Théoreme [Al

Proposition 4.1 (Suite de Mayer-Vietoris). — Pour tout espace pervers, (X, D), et
tout recouvrement ouvert, {U,V'}, de X, il existe une suite exacte longue,

... H(UNV;G) = H(U;G)® H(V;G) = H(X;G) - HP (UNV;G) — ...
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Le connectant de cette suite exvacte longue est donné par 6,(§) = [0y], ou §u s’obtient
a partir de Uopérateur de subdivision, sd*¢ = &y + &y € CL(U) + CE(V), of. [@).

Avant de démontrer ce résultat, il nous faut analyser les simplexes p-admissibles qui ne
sont pas de p-intersection. Ceci provient bien entendu du fait que les faces d’'un simplexe
admissible ne sont pas toujours admissibles. Nous suivons la méthode de preuve utilisée
dans [4] Proposition A.14.(i)], I'idée directrice étant que le défaut de p-admissibilité du
bord d’un simplexe p-admissible est concentré dans une seule face.

Définition 4.2. — Soit o: A™ — X un simplexe filtré p-admissible de dimension m
d'un espace pervers, (X,p). Pour toute strate, S, de X telle que o~1(S) # (), on note
Fs la plus petite face de A contenant o~!(S). La face P-funeste de o est la restriction
o: T(0) = X ou

Tp(o) =min{Fg | S € 8x, Fs # A™ et dim Fg = m — codim S + p(5)},

si cette famille est non vide. Par extension, la face T5(c) de A™ est aussi appelée face p-
funeste de 0. SiT5(0) existe, la strate S vérifiant T(0) = Fs est appelée strate p-coupable
de o.

La famille de faces {Fs} ci-dessus étant une famille totalement ordonnée, la définition
de T5(o) a bien un sens.

Remarque 4.3. — Si la strate S est de codimension 0, c’est-a-dire réguliere, alors on a
P(S) =0 =codim S et I'inégalité dim A < m dans la Définition ne peut jamais étre
vérifiée. Une strate réguliere ne peut donc étre p-coupable, pour toute perversité p.

Proposition 4.4. — Soit 0: A — X un simplexe filtré p-admissible d’un espace per-

vers, (X, D).

(a) Une face, s, de codimension 1 de o n’est pas p-admissible si, et seulement si, o admet
une face p-funeste incluse dans s.

(b) Soit o’': A — X un autre simpleze p-admissible. Si o et o’ ont en commun une
méme face de codimension 1, ¢”, non p-admissible, alors o et o’ ont la méme face
p-funeste. De plus, cette derniére est une face de o”.

(¢) Le simpleze o est de P-intersection si, et seulement si, il ne posséde pas de face
D-funeste .

Démonstration. — (a) Soit s: V — X une face de codimension 1 de o.

e Supposons tout d’abord que la face s n’est pas p-admissible. Il existe donc une
strate S € Sy telle que s~!(S) ne soit pas inclus dans le squelette de V de dimension
dim V — codim S + p(S). Remarquons que s~1(S) # @ et donc o~ 1(S) # (. Rappelons
que Fs est la plus petite face de A contenant 0~1(S). Le simplexe ¢ étant p-admissible,
nous avons

dim(Fs N V) < dim Fg < dim A — codim S + p(5).
D’autre part, Fg NV étant une face contenant s~1(S) et le simplexe s n’étant pas p-
admissible, nous pouvons écrire

dim(Fs NV)>dimV 41 — codim S + p(S) = dim A — codim S + B(S).
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Il s’ensuit, dim(Fs N'V) = dim Fs = dim A — codim S + p(S) et Fs C V, ce qui prouve
TPT(O') Cc V.

e Réciproquement, supposons que la face p-funeste de o existe et vérifie T5(0) C V. 11
existe donc une strate S € Sx telle que la plus petite face, Fs, de A contenant o~ 1(95)
vérifie

Fs C Vet dim Fg = dim A — codim S + p(.5).
De 0~ 1(S) C Fs C V, on déduit 0=1(S) = s71(.9). Ainsi, Fs est aussi la plus petite face
de V contenant s~1(S) et de

dim Fs = dim A — codim S + p(S) > dim V — codim S + p(.5),
on déduit que le simplexe, s, n’est pas p-admissible.
(b) Soit S € 8x vérifiant Fg = T;(0). Nous venons de montrer que Fg C V et

0 # o0 1(S) =0""'(S) C o' "(S). Notons F4 la plus petite face de A contenant o'~*(S).
Elle contient aussi T5(0) et 'on a, par p-admissibilité de o”,

dim Fg < dim A — codim S + p(S) = dim T3(0).

Il s’ensuit Tp(0) = F§ et dim Fg = dim A — codim S 4 B(.S). Par définition de face p-
funeste, nous en déduisons T3(c’) C F§ et donc Tp(0’) C Tp(o). Les simplexes o et o
jouant des roles symétriques, nous obtenons T5(0’) = T5(0). Le fait que T3(o) soit une
face de o est une conséquence du point (a).

(c) Sile simplexe o admet une face p-funeste, cette derniere est, par définition, incluse
dans un simplexe de son bord. Le résultat découle alors du point (a). O

Définition 4.5. — Soit 0: A — X un simplexe filtré p-admissible d’un espace pervers,
(X,D). Le p-défaut de o est l'entier f5(0), défini par

— Up(0) =0 si o est de p-intersection,

— Up(0) = codim S, si S est la strate p-coupable de o.
Le p-défaut d’une chaine p-admissible, § =3 ,c ynjo;, est I'entier 05(€), défini par

- iﬁgﬁg = max{{p(0;) | j € J et n; # 0} si { # 0,

- (5(0) = —1.

Remarque 4.6. — La Remarque 3] implique : (o) = 0 si, et seulement si, le sim-
plexe filtré o est de p-intersection.

Proposition 4.7. — Soit 0: A — X un simplexe filtré p-admissible d’un espace per-
vers, (X,D). Alors, tout simplexe linéaire injectif, (: V — A, avec dimV = dimA,
vérifie b5(0 o () < b5(0). De plus, si b5(0 o () > 1, Uimplication suivante est vérifiée,

l5(00C) = l3(0) = Im (N TH(o) # 0.

Démonstration. — Posons 81 = {S € 8x | o7 1(S) # 0} et 83 = {S € 8x | (60¢)71(9) #
0}. Nous avons évidemment Sy C 8;.

Commencons par vérifier I'inégalité, ¢5(c0() < l5(0). Le résultat est clair si £5(00() =
0. Supposons maintenant ¢5(c o () > 1 et soit S € 83 la strate p-coupable de ¢ o o.
Notons Hg la plus petite face de V contenant (o o ¢)~!(S) et Fs la plus petite face de
A contenant o=1(S). De Hg C (~!(Fs) et de I'injectivité de ¢, on déduit dim Hg <
dim Fg. Par choix de S, on a I’égalité dim Hg = dim A — codim S + p(S). Elle implique
dim Fg = dim A — codim S + p(S) car le simplexe o est p-admissible. Avec dim A >
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dim Hg = dim Fg, on déduit I'existence d’une strate p-coupable de o, notée S’ € 8.
Donc la face Fg existe et vérifie Fgr = Ag X -+ X Aj_pp C Fg = Ag X +-- x A,_p. 11
s’ensuit n — codim S" < n — codim S et £5(0 o () = codim S < codim §" = ¥5(0).

Finalement, si f5(0 0 () > 1, I'égalité £5(0 0 () = 5(0) implique S’ = S et Tj(0) = Fg.
Il s’ensuit

Im (¢) N T5(0) D ¢(Hs) N Fs = ((Hg) # 0.

Démonstration de la Proposition [{.1, — Considérons la suite exacte courte,
0= CP(UNV)— CP(U)®CP(V) L CP(U) + CP(V) = 0,

dans laquelle le morphisme de chaines, ¢, est défini par ¢(«, 5) = a+ 3. La suite exacte
longue que 'on cherche est une conséquence directe de la propriété :

“Vinclusion Im ¢ < CP(X) induit un isomorphisme en homologie.” (7)

Notons C.(X) le complexe de chaines engendré par les simplexes filtrés de X. Dans
[4, Lemma A.16], nous avons construit deux opérateurs sd: Ci(X) — Ci(X) et
T: Cyu(X) = Ciy1(X) vérifiant sd0 = 0 sd et 9T + T9 = id — sd. Nous y montrons
aussi que la chaine sd (o) se compose de simplexes de la forme o o (, o ( € AP"(A)
est un élément du sous-complexe engendré par les simplexes linéaires de A vérifiant
dim ¢~}(F) < dim F, pour toute face F' de A. Avec ces notations, nous avons également
établi 'inégalité

llo o ¢l < [lolli- (8)
Ceci étant rappelé, la preuve de la Proposition [£]] se déroule en trois étapes.

e Premiére étape : L opérateur subdivision sd : CP(X) — CP(X) est homotope d liden-
tité. Pour cela, nous montrons que les opérateurs, sd et T', préservent le degré pervers,
c’est-a-dire induisent des opérateurs sd : CY(X) — CL(X) et T: CY(X) — CY_ (X).

Commencons avec sd . Soit o: A — X un simplexe filtré, il nous faut établir 'inégalité
llooC||s < ||o]|s, pour tout strate S € Sx et ¢ € AP"(A). Posons i = codim S. L’inégalité
précédente est claire si Im(co)NS =0. Silm(co¢)NS #0, alors Imo NS # O et
nous avons

llooClls = [loo ¢l < llolli = llo]ls,
ou l'inégalité provient de (§]). La preuve est similaire pour 'opérateur 7.
e Deuxieme étape.
Pour tout & = Z njo; € CP(X), il existe k > 0 tel quesd™¢ € CP(U) + CP(V).  (9)
JjeJ
La théorie classique nous assure 'existence d’un entier r tel que sd"¢ € C,.(U)+Ci(V);
nous pouvons donc supposer

€ € CL(X) N (Cu(U) + CV)). (10)
Définissons une relation d’équivalence sur CF(X) par

¢ ~~ 'l existe k > 0, tel que sd*¢ — sd*y € CP(U) + CP(V).
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Cette relation est clairement compatible avec les sommes et la deuxieme étape équivaut
a démontrer

€~ 0, (11)
pour tout £ € C¥(X). Nous le faisons par récurrence sur le p-défaut de £, introduit dans la
Définition La Proposition d4lc nous assure que la propriété () est vraie pour tout
¢ € CY(X) tel que £5(¢) = —1. Supposons donc ([II]) vraie pour tout v € C¥(X) tel que
l5(y) < m et considérons £ € CY(X) avec £5(€) = m. Décomposons € en & = &+ - +&m,
ol

— o est constitué de simplexes o tels que 45(0) =0, d’ott §y ~ 0,

— sii > 0, & est constitué de simplexes o ayant une face p-funeste et tels que l5(0) = 1.
Avec ’hypothese de récurrence, on peut supposer £ = &,,.

Notons (7;);er les faces p-funestes de & et décomposons & suivant ces faces; i.e., { =
> jer&(j), ot les simplexes de £ (j) ont 7; comme face p-funeste. Soit o un simplexe de
£(j). La chaine & étant de p-intersection, il existe un simplexe ¢’ de &, qui a aussi 7
comme face. La Proposition E4lb implique que o et ¢’ ont toutes les deux 7; comme
face p-funeste. Donc o’ est un simplexe de £(j) et la chaine £(j) est de p-intersection. La
compatibilité de la relation d’équivalence avec les sommes nous permet de supposer que
chaque simplexe de £ posséde la méme face p-funeste, 7: V — X.

Grace a (I0), nous pouvons aussi supposer Im7 C U. Il existe une subdivision de ¢
telle que

Sdké = Z Nafa + Z By € CL(X), (12)
Im B,NIm 7=0 Im B,NIm 7#£0
avec Im B, C U, pour tout b. Avec le rappel fait au début de cette preuve et la réduction
précédente, nous savons que chaque élément S de ces sommes est obtenu a partir d’un
simplexe o de ¢, vérifiant f5(0) = m, et d'un élément (: A — A d’une subdivision
barycentrique itérée de A, de méme dimension que A. La Proposition .71 nous donne
45(B) < m et nous avons montré que

sd*s = (sd*€)o + -+ + (sd°)m-1 + (5d")m.
Avec la récurrence et la compatibilité aux sommes, il suffit maintenant de montrer
(5d%€), ~ 0.
Soit 8 = oo ¢ avec l5(8) = m. De (0 0¢) =m = l5(c) > 1 et de la Proposition E.1]
nous déduisons Im ¢ N T5(0) # 0 et donc
ImBNIm7 =0c(Im¢NV)Do(Im¢NTHo)) #0.
Nous avons donc montré que pour la chaine de p-intersection, (sd*¢),,, la décomposition
([I2) se réduit a
(sdF€)m = > nyBp.-
Im BpNIm 7#£0, £5(8p)=m
Puisque Im £, C U, nous obtenons (sd*¢),, € CZ(U), ce qui donne (sd*¢),, ~ 0.

o Etape finale. L’inclusion v: Im ¢ — CE(X) induit un isomorphisme en homologie.
Soit [¢] € HE(X). La premicre étape implique [¢] = [sd %], pour tout i > 0. Avec la
deuxiéme étape, on sait qu'il existe un entier k > 0 tel que sd*€ € Im ¢, ce qui implique
la surjectivité de ¢.
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Pour démontrer l'injectivité de t,, donnons nous [a] € H,(Imy) et £ € Cf+1(X) tels
que a = 9. La deuxieme étape fournit un entier k£ > 0 avec sd k§ € Im ¢, ce qui implique
[a] = [sd*a] = [sd*¥(9¢)] = [0(sd *€)] et [a] = 0 dans H,(Im ).

Le connectant est construit de facon classique. O

Définition 4.8. — Soient (X,p) un espace pervers et U un ouvert de X muni de
la perversité induite. Le complexe des chaines relatives de p-intersection est le quo-
tient CP(X,U;G) = CP(X;G)/CP(U;G). Son homologie est appelée homologie de p-
intersection relative de la paire d’espaces pervers (X,U,D), a coefficients dans le groupe
abélien G et not¢ HY(X,U; Q).

Par définition de I’homologie relative, nous avons une suite exacte longue de la paire
(X7 U7 1_7)7

...— H(U;G) = HP(X;G) —» HP(X,U;G) — HP_(U;G) — ... (13)

Corollaire 4.9. — Soit (X,D) un espace pervers. Si F' est un fermé de X et U un
owvert de X tels que F' C U, alors, Uinclusion naturelle (X\F,U\F) — (X,U) induit
un isomorphisme en homologie,

HP(X\F,U\F;G) = H?(X,U; Q).

Démonstration. — Ce résultat se déduit directement de la suite exacte de Mayer-
Vietoris, cf. [19, Chapter 4, Section 6, Corollary 5]) pour I’homologie singuliére
classique. O
Corollaire 4.10. — Soit (X,p) un espace pervers muni d’un recouvrement ouvert U.

Notons CE’U(X) le sous-compleze de CY(X) formé des chaines dont le support est inclus
dans un des ouverts du recouvrement U. Alors, Uinclusion canonique, t: Cf’u(X) —
CY(X), induit un isomorphisme en homologie.

Démonstration. — Rappelons Popérateur sd : C?(X) — CP(X) introduit dans la dé-
monstration de la Proposition Il Par construction, pour tout élément £ € c? (X), il
existe un entier m tel que sd™¢ € CF ’u(X ) et sd™¢ est un cycle si & l'est. L’argument
utilisé dans la derniére étape de la démonstration de la Proposition 1] implique alors
la surjectivité et 'injectivité de ¢.. O

Corollaire 4.11. — Soient (X,P) un espace pervers et S¢ la sphére de R, On munit
le produit S x X des filtration et perversité définies dans les Exemples (L2 et[24 la
perversité sur le produit étant encore notée . Alors, la projection px: S* x X — X,
(z,7) — x, induit des isomorphismes, HY(S* x X;G) = HY(X;G) @ HY_,(X;G).

Démonstration. — 1l suffit de raisonner par induction en appliquant les Propositions
et 11 & la décomposition S* = S*\{Nord} U S*\{Sud}. O
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5. Démonstration du Théoréme [A]

La méthode de preuve est classique. C’est une variante de [11, Theorem 10], [16]
Lemma 1.4.1]. Nous choisissons la formulation présentée par G. Friedman dans sa mo-
nographie, [6, Section 5.1], et rappelée ci-dessous.

Théoréme 5.1. — [6, Theorem 5.3]. Soit Fx la catégorie dont les objets sont homéo-
morphes aux parties ouvertes d'un CS-ensemble, X, et dont les morphismes sont les
inclusions et les homéomorphismes stratifiés. Soit Ab, la catégorie des groupes abéliens
gradués. Considérons deux foncteurs, Fy, G.: Fx — Ab, et une transformation natu-
relle, ®: F, — G, tels que Fy, G, et ® satisfont les propriétés ci-dessous.

(a) Les foncteurs Fy et G, possédent des suites exactes de Mayer-Vietoris et la trans-
formation naturelle ® induit un diagramme commutatif entre ces suites.

(b) Si {Uy} est une suite croissante d’ouverts de X et ®: Fy(Uy) — G«(Uy) est un
isomorphisme pour tout o, alors ®: Fy,(UyUy) — Gx(UaUy) est un isomorphisme.

(c) Si L est un espace compact filtré tel que R? x L est homéomorphe, de fagon strati-
fiée, a un sous-ensemble ouvert de X pour lequel ®: F,(R? x (8L\{w})) — G4 (R’ x
(CL\{w})) est un isomorphisme, alors ®: F,(R' x L) — G,(R? x ¢L) est un iso-
morphisme également.

(d) Si U est un sous-ensemble ouvert de X, contenu dans une seule strate et homéo-
morphe d un espace euclidien, alors ®: F,(U) — G.(U) est un isomorphisme.

Alors ©: F (X) — G.(X) est un isomorphisme.

Pour pouvoir I'utiliser, il nous faut d’abord calculer I’homologie d’un céne pour le
complexe obtenu a partir des simplexes filtrés.

Proposition 5.2 (Homologie du coéne). — Soit X un espace filtré, compact de di-
mension formelle n. Considérons le cone, ¢X, muni de la filtration conique et d’une
perversité p. Nous notons également p la perversité induite sur X, cf. Exemple [2.4)
Alors, les propriétés suivantes sont vérifiées.

1w

(a) L’application tex: X — ¢X, x — [0,1/2], induit un isomorphisme, HE(X;G)
HY(EX;G), pour tout k <n—p({w}), ot w est le sommet du cone.
(b) Linclusion canonique CP(&X;G) — C,(X; G) induit un isomorphisme, Hg(éX; G) =
Hi(eX;G), pour tout k > n —p({w}), i.e.,
_ 0 st0#k>n—p{w}),
HY(EX;G) = ()
G si0=k>n—p({w}).

Démonstration. — Considérons un simplexe filtré p-admissible, o: A — ¢X.
(a) Soit k = dim A < n —p({w}). De
ol <k —(n+1)+p({w}) <0,
nous déduisons o~ ({w}) = 0 et C? (X;Q) = CP (X x]0,1[; G). Cette

o ) o <n—p({w}) <n—p({vw})
égalité et le Corollaire 3.9 impliquent alors

HP(¢X;G) = HP(Xx]0,1[;G) = HP(X;G), pour tout k < n — p({w}).
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(b) Soit k = dim A > n — p({w}). Si [z,t] € ¢X, nous définissons s - [z,t] = [z, st],
pour tout s € [0, 1]. Pour établir la deuxiéme assertion, il nous suffit de montrer la p-
admissibilité du cone, co: {v} * A — ¢X, définie par co(sz + (1 — s)v) = s - o(x), pour
tout s € [0,1] et x € A. L’espace X étant compact, on en déduit une application de
chaines, co: C.(¢X;G) — C4(EX;G). Rappelons que les strates de ¢X sont de deux

types, Sx]0, 1] avec S strate de X, ou réduite au sommet du coéne. Distinguons chacune
de ces situations.

(i) Pour les strates Sx]0, 1], nous remarquons d’abord
(co)7H(Sx]0,1]) = {sa + (1 — s)v | s - o(x) € Sx]0,1[} = co 1(Sx]0,1[)\{v}.
Si (co)71(Sx]0,1[) # 0, alors =1 (Sx]0,1[) # 0 et on a,
lleollsxjoa = 1+ |lollsxjo
<@y 1+k—codim (5x]0,1[) +B(Sx]0,1[)
< dim({v} * A) — codim (Sx]0, 1) + p(Sx]0, 1[).
(L’inégalité (1) est exactement la p-admissibilité de o sur la strate Sx]0,1[.)

(i) Pour la strate réduite au sommet, nous avons (co)~'({w}) = {v} * o~ ({w}). Nous
en déduisons

si o ({w}) =
leolly = {3 e =8,

L+ lofly sio™'({u}) #0.
La p-admissibilité du simplexe o se traduit ici par [|o||fy < dim A—(n+1)+p({w});
il s’ensuit, si o~ ({w}) # 0,

leollgy = 1+ [lollqw < dim({v} * A) — codim {w} + p({w}).
Supposons maintenant o~ ({w}) = (. La condition de p-admissibillité s’écrit alors
0 = [lco||wy < dim(v*A) — codim {w} + p({w}) = (k + 1) — (n+ 1) + p({w}).
C’est exactement, ’hypotheése k > n — p({w}) de cette assertion (b).

En regroupant (i) et (ii), nous avons établi la p-admissibilité de co. L’assertion (b) de
I’énoncé découle alors de

9o — { cdo + (—=1)k*lo sik #£0,

Ww—0O sik=0.
O

Le résultat suivant est une conséquence directe de cette proposition et de la suite
exacte longue d’homologie d’intersection d’une paire.

Corollaire 5.3. — Avec les hypothéses et notations de la Proposition[5.2, les propriétés
suivantes sont vérifiées,

HY (X:G) sik>n+1-p({w})

HY(&X,eX\{w};G) = { 0 sik <n—p{u}),

ot H est [’homologie réduite.
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Le Corollaire 3.9 et la Proposition engendrent directement le résultat suivant.

Corollaire 5.4. — Reprenons les hypothéses et motations de la Proposition [.2. En
notant aussi P la perversité sur R"™ x ¢X obtenue par extension de celle sur ¢X (cf.
Ezemple [27)) nous avons,

H)(X;G)  sik <n—p({w}),

HE(R’” x ¢X;G) = 0 sik#0>n—p(Hw}),
G sik=0>n-—p({w}).
Démonstration du Théoréme[4l — La preuve consiste & vérifier les conditions du Théo-

réme 5.1 rappelé ci-dessus dans le cas ot &: HP (U ;G) =N PH,(U;G) est la transforma-
tion naturelle induite par I'inclusion canonique, C¥(U; G) — IPC4(U; G).

(a) L'exactitude des suites de Mayer-Vietoris est démontrée dans la Proposition BTl
pour le complexe C¥(X; G) et dans [6, Sections 4.4 et 5.3] pour le complexe IPCy(X; G).

(b) Avec les hypothéses mises sur la famille d’ouverts, la conclusion découle de 'exis-
tence d’isomorphismes,

lim IPH,(Ua; G) — IPH,(liy Uq; G) et lim HP(Ua; G) — HE(lim Ua; G).
C’est un argument classique pour les théories homologiques a supports compacts.

(c) Soit L un espace compact filtré tel que l'inclusion canonique des complexes de
chaines induise un isomorphisme,

Dz | HE(RY x (RL\{w}); G) = IPH, (R x (L\{w}); G).

L’application R?x]0, 1[x L — R?x (¢L\{w}) étant un homéomorphisme stratifié d’espaces
stratifiés pour lequel les perversités coincident, on en déduit un isomorphisme,

Bpirjoaper: HE(R'X]0,1[x L; G) = [PH,(R'x]0,1[x L; G).

Considérons le diagramme commutatif suivant,

- . Pri 1011 _
HP(Rix]0, 1[x L; G) —% [P, (Rix]0, 1[x L; G)
p*l l/p*

HE(L; G) = IPH.(L;G)

(LaL)*l l(LEL)*

HP(eL: G) Der IPH,(EL;G).

Avec le Corollaire B9l et |6, Section 4.1 et 5.3], nous savons que les deux fleches p, induites
par la projection canonique sont des isomorphismes, nous pouvons donc conclure que @,
est un isomorphisme.

Si % < n —p({w}), la Proposition (.2la et [6, Section 5.4] nous assurent que les deux
applications induites par tg;, sont des isomorphismes. Ainsi, ®¢;, est un isomorphisme
aussi dans ces dimensions.



20 DAVID CHATAUR, MARTINTXO SARALEGI-ARANGUREN & DANIEL TANRE

Le fait que ®¢z, soit un isomorphisme dans les dimensions * > n — p({w}), découle de
la Proposition 52lb et de |6, Section 5.4].
(d) Dans ce cas, l'injection canonique devient I'identité sur C,(U;G); la propriété

requise est donc vérifiée trivialement. O

Nous terminons cette section par le calcul de I’homologie d’intersection pour certaines
perversités particulieres, dans le cas d’un CS-ensemble.

Proposition 5.5. — Soit (X,p) un CS-ensemble pervers. Alors on a,

(i) H(X;G) = H,(X; @), si X est normal,

(ii) HE(X) = H (X;G), sip>1,

(iii) HY(X) = H,(X\%;G), sip < 0.
Démonstration. — Dans chacun des cas, la preuve consiste a vérifier les conditions du
Théoreme [B.1] et plus particulierement le point (c¢) de son énoncé. Pour la propriété
(i), nous notons P : H_E(U Q) = H.(U;QG) la transformation naturelle induite par

I'inclusion canonique, C(U;G) — C.(U;G), et considérons un CS-ensemble compact
connexe, L, tel que la fleche ®;, du diagramme commutatif suivant soit un isomorphisme,

HY(L;G) o H(L;G)
(LEL)*l l(LéL)*
H(eL:G) — 2 H,(&L;G).

Il nous faut montrer que ®¢y, est aussi un isomorphisme. Comme n—t(w) = n—(n—1) = 1,
HL(L;G) sii=0,
0 sii# 0.
Hg(L; G) = Hy(L; G). Avec 'hypotheése de connexité de L, on déduit alors que ®¢y, est
un isomorphisme.

la Proposition implique HZ-E(&L; G) = { Par induction, on a

Le raisonnement est similaire pour les deux autres cas et nous ne le détaillons pas. Re-
marquons cependant que le dernier point utilise les isomorphismes suivants, déja établis,

H.(EL\EXL; G) = H.(Lx]0, 1\(32x]0,1[; G)) = Hi(L\Xr; G). -

6. Une certaine invariance topologique. Théoréme

Dans cette section, nous rappelons la construction du CS-ensemble intrinseque
associé a un CS-ensemble. Nous y démontrons aussi (cf. Théoreme [Bl) un
théoréme d’invariance topologique pour des K-perversités, cf. Définition 6.7

Le CS-ensemble intrinseque associé a un CS-ensemble donné apparait chez H. King
([A1]), qui en attribue I'idée a D. Sullivan. Une étude détaillée de ses propriétés se trouve
dans la monographie de G. Friedman, [6, Section 2.8].

Définition 6.1. — Deux points, xg, 1, d’un espace topologique, X, sont équivalents
s’il existe un homéomorphisme h: (Uy, z9) — (U1, 1) entre des voisinages de g et z.
Cette relation est notée xy ~ x1.
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Remarquons que deux points quelconques d’'une méme strate d’un CS-ensemble sont
équivalents. Les classes d’équivalence de la relation ~ sont donc des réunions de strates
de X. La construction du CS-ensemble intrinseéque associé & un CS-ensemble s’effectue
comme suit.

Proposition 6.2. — [6, Section 2.8] Soit X un CS-ensemble. Notons X la réunion des
classes d’équivalence pour la relation ~ formée des strates de X de dimension inférieure
ou égale a i. Alors, l’espace topologique X muni de cette filtration est un CS-ensemble,
noté X*, dont la filtration ne dépend pas de la filtration initiale du CS-ensemble X.

Définition 6.3. — Avec les notations de la Proposition [6.2] I'espace X™* est appelé
CS-ensemble intrinséque associé au CS-ensemble X. L’identité sur I'espace topologique
sous-jacent induit une application, notée v: X — X* et appelée agrégation intrinseque.

Pour comparer les homologies d’intersection de X et X*, nous avons besoin de relier
leurs strates; c’est le role de la définition suivante.

Définition 6.4. — Soit X un CS-ensemble d’agrégation intrinseque, v: X — X*. Une
strate S de X est appelée source d’une strate T' de X* si v(S) C T et dimS = dimT.

Proposition 6.5. — Soit X un CS-ensemble, d’agrégation intrinséque v: X — X*.
Les propriétés suivantes sont vérifiées.

(a) L’agrégation intrinséque v est un morphisme stratifié.
(b) L’ensemble réunion des sources d’une strate T de X* est dense dans T.

(¢) Tout ouvert U de X est un CS-ensemble dont le CS-ensemble intrinséque associé
est filtré par U = X NU. Notons +: U — X, j: U* — X* les injections cano-
niques et vV : U — U* lagrégation intrinséque de U. Alors, le diagramme suivant
est commutatif,

U—*> X

U* —J>X*

Démonstration. — (a) Soit v(x) € X\ X, | un point de la strate 7" de X*. Il existe une
strate S de X, de dimension i, telle que z ~ y pour tout y € S. (En effet, si une telle
strate n’existe pas, on a x € X |, par définition de la filtration sur X*.) Les strates de
X* étant saturées pour la relation ~, on en déduit v(S) C T.

(b) L’ensemble v~ 1(T) = Uy(s)cTS a une structure de variété topologique, de méme
dimension que T'. De plus, la famille des strates, {S | v(S) C T}, est une famille locale-
ment finie de sous-variétés de v~1(T'). Pour des raisons de dimension, I'union des sources
de T, {S | v(S) C T et dimS = dim T}, est dense dans v~1(T).

(c) Le fait que l'agrégation intrinseque soit compatible avec la restriction a un ouvert
de X découle des définitions, cf. [6l Section 2.8] pour plus de détails. O

Définition 6.6. — Si X est un CS-ensemble, deux strates, S, S’, sont équivalentes s’il
existe zg € S, 1 € S’ avec xg ~ 1. Cette relation est notée S ~ S’.
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Nous introduisons maintenant I’analogue des perversités de King, dans le cadre des
perversités générales.

Définition 6.7. — Une K-perversité sur un CS-ensemble, X, est une perversité p vé-
rifiant les propriétés suivantes.

(i) Si S et S’ sont deux sources de la méme strate, alors p(S) = p(S’).
(ii) Si S est une strate équivalente & une strate réguliere, alors 0 < p(.5).

(iii) Si S’ est une strate source et singuliére, alors les relations S < S’ et S ~ S
impliquent p(S) < p(S’) et Dp(S’) < Dp(9).

Propriété 6.8. — Soit X un CS-ensemble d’agrégation intrinseque, v: X — X*.
Les propriétés suivantes découlent directement des définitions de K-perversité et de la
construction de X*.
— Dans le cas d’une perversité classique, la propriété (i) est toujours vérifiée.
— Toute perversité de King (cf. Définition 2.1]) vérifiant p(1) > 0 est une K-perversité.
— Une K-perversité prend la méme valeur sur toutes les sources d’'une méme strate.
— Toute perversité sur le CS-ensemble intrinseque X* est une K-perversité.
— Toute perversité image réciproque par v: X — X* d’une perversité sur X* est une
K-perversité. La réciproque est fausse.

Nous construisons maintenant une perversité sur X* a partir de la donnée d’une K-
perversité sur X.

Proposition 6.9. — Soit X un CS-ensemble, d’agrégation intrinséque v: X — X*.
Les propriétés suivantes sont vérifiées.

(a) Toute K-perversité, p, sur X induit une perversité, v,p, sur X* définie par
v:p(T) = p(S5),
ou S est une source de T'.
(b) Soit U un ouvert de X muni de la structure de CS-ensemble induite. Notons v: U —
X, j: U* — X* les injections canoniques et vV : U — U* lagrégation intrinséque de
U. Alors, pour toute K-perversité, p, sur X, on a
v p =% u,p.
(¢) Pour toute K-perversité, p, sur X, Uagrégation intrinseque, v: X — X *induit un
morphisme de complexes, v.: CY(X;G) — C*P(X*;G).

(d) Pour toute perversité classique, P, la perversité v,p existe et vérifie v,p = p.

Démonstration. — (a) L’égalité v, p(T) = p(S) a un sens car toute strate 7' de X* admet
au moins une source et que la K-perversité, p, prend la méme valeur sur toutes les sources
de T.

(b) Remarquons que toute strate de U* est une composante connexe, .(T'NU*), de
I'intersection T'N U de U avec une strate, T', de X* et qu'une source de ..(T' N U*) est
une composante connexe, ..(SNU), de intersection S NU de U avec une source, S, de
T. Nous pouvons donc écrire, a partir du point (a) et de la Définition [2.3]

{ (7 vsD) (ee(T NU™)) = vp(T) = B(5),
(VEL*Z_))(CC(TO U*)) = Plec(SNU)) =p(5),
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ce qui est ’égalité annoncée.

(¢) Soit T une strate de X* que l'on peut supposer singuliere (cf. Remarque B.7)) et
soit S une strate source de T, qui existe d’apres la Proposition D’apres la définition
de la perversité v, p et la Définition 23] on a

v'Dv,p(S) = Dvp(T) =codimT — 2 — v, p(T)
= codim S — 2 —p(S) = Dp(S).
Le résultat est maintenant une conséquence du point (a) et de la Proposition
(d) Toute perversité classique vérifie la condition (i) de la Définition [67] et, d’apres
le point (a) ci-dessus, cette derniére est suffisante pour définir v,p. L’égalité p = v,p
découle directement des définitions. O

Théoréme B. — Soit (X,p) un CS-ensemble pervers dans lequel D est une K-perversité.
Alors, Dagrégation intrinséque, v: X — X*, induit un isomorphisme,
HP(X;G) = H"P(X* Q).
Ce résultat contient 'invariance topologique établie par M. Goresky et R. MacPher-

son, [10l Section 4.1]. Nous présentons cette derniére sous une forme légérement moins
restrictive, due & H. King dans [11], cf. aussi [6, Section 5.6].

Corollaire 6.10. — Soit D une perversité de King sur un CS-ensemble, X, vérifiant
p(1) > 0. Alors, lagrégation intrinséque, v: X — X*, induit un isomorphisme,

HP(X:G) = HI(X*; Q).

Démonstration. — Remarquons d’abord qu’une telle perversité est une K-perversité et
que le Théoréme [B] implique donc HY(X;G) = H{P(X*; G). L'égalité v,p = P établie
dans la Proposition [6.9] termine la preuve. O

En particulier, si X et X’ sont deux CS-ensembles homéomorphes comme espaces
topologiques, ils ont le méme CS-ensemble intrinseéque associé et donc la méme homologie
d’intersection pour une perversité de King.

Du Théoréme Bl on déduit également une invariance topologique pour toutes les
perversités obtenues par image réciproque d’une perversité définie sur le CS-ensemble
intrinseque.

Proposition 6.11. — Considérons deux CS-ensembles, X1 et Xo, homéomorphes en
tant qu’espaces topologiques. Soit p une perversité définie sur le CS-ensemble intrinséque,
X*, commun d X1 et Xo. Si on munit X1 et Xo des perversités images réciproques, Py
et Dy, de P par les agrégations intrinséques, v<' et 12, alors il existe un isomorphisme

HP'(X1;G) = HP(X2; G).

Démonstration. — Rappelons que les images réciproques de perversités sur X* par
I’agrégation intrinseque sont des K-perversités et remarquons que pour tout v: X — X*,
on a v,v*p = p. Le résultat découle alors directement du Théoréme [Bl O
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Remarque 6.12. — En particulier, le Théoréme [Bl fournit une invariance topologique
)
pour toute perversité classique, p, en munissant X de la perversité image réciproque v*p.
Mais, il faut prendre garde au fait que I'image réciproque d’une perversité classique n’a
b
aucune raison d’étre classique.

La preuve du Théoréme [Bl utilise la Proposition B.Il Avant de I'expliciter, il nous faut
préciser le comportement des voisinages coniques.

Proposition 6.13. — Soit (X,p) un CS-ensemble pervers dans lequel p est une K-
perversité. Soient S une strate de X et (U,¢) une carte conique d’un point x € S. Si
lagrégation intrinseque, v: X — X*, induit un isomorphisme,

o~

ve: HP(U\S;G) = H»P(U*\S;G),
alors elle induit aussi un isomorphisme,
vt H(U;G) = H"P(U*;G).

Démonstration. — Remarquons d’abord que I'application v, est bien définie grace a la
Proposition [6.91 Dans le cas de perversités classiques, la Proposition correspond a
I'implication P(i) = R(i) de [11], Proposition 6], cf. aussi [6, Section 5.6]. Pour rendre
la lecture plus autonome, nous avons choisi d’inclure ici certains passages déja présents
dans la preuve de H. King.

Commencons par une analyse des structures de CS-ensemble. Sans perte de généralité,
A partir de la définition de voisinage conique, nous pouvons supposer U = RF x &W,
ot W est une espace filtré compact et SN U = R¥ x {w}. D’aprés [11, Lemma 2 et
Proposition 1], il existe un homéomorphisme d’espaces stratifiés,

h: (RF x &W)* S R™ x &L, (14)

ou L est un espace filtré compact (éventuellement vide) et m > k. De plus, 'application
h vérifie,

h(RF x {w}) C R™ x {v} et A L (R™ x {v}) = RF x &4, (15)

ou A est une sphere de dimension m — k — 1, v et w les sommets respectifs des cones ¢L
et ¢W. Avec ces notations, les hypothése et conclusion s’écrivent,

o

h: HP(R® x eW\(R* x {w}); @) = HYP(R™ x ¢L\h(R* x {w}); G) (16)

et
h: HP(RF x eW;G) = HYP(R™ x &L; G). (17)

Posons s = dim W et t = dim L. Le résultat est immédiat si s = —1; nous pouvons donc
supposer s > 0 et la strate R¥ x {w} singuli¢re. L’existence de I’homéomorphisme (I4)
implique K+ s=m+1t, et s > t, grace a m > k.

Notons S, une strate dans R¥ x ¢W, source de la strate R™ x {v}. Une telle strate
existe d’apres la Proposition et I'on a v, p(R™ x {v}) = p(Spm). Nous avons donc
R* x {w} < S,, et RF x {w} ~ S,,. Par hypothese, P est une K-perversité, nous pouvons
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donc écrire, lorsque la strate R x {v} est singuliére,

P(R* x {w}) = P(Sm)

codim (R* x {w}) — codim S,,
s+1—(k+s+1—m)

= m—-k=s—t. (18)

P(RF x {w}) — i, p(R™ x {v})

IN

Nous établissons (I7)) en raisonnant sur les degrés homologiques.

e Premier cas. Supposons 0 # i > s — p(R* x {w}).

Le Corollaire (5.4 implique H?(Rk x ¢W;G) = 0 et la preuve se réduit & montrer
Hf*ﬁ(Rm x ¢L;G) = 0. Si la strate R™ x {v} est réguliere, alors L = () et 'on a
HP(R™ x ¢L; Q) = Hi(R™ x {v};G) = 0.

Supposons donc R™ x {v} singuliére, ce qui nous permet de lui appliquer 'inégalité
(I8)) et d’obtenir

i > 5~ BRY x {u}) > t — v.BR™ x {v}) = t — 1, 5({v}).

Le Corollaire 5.4 appliqué & H;’ *5(]1%7” x ¢L;G) donne le résultat cherché.

e Deuziéme cas. Supposons 0 = i > s — p(RF x {w}).

Comme dans le premier cas, le Corollaire[[.4limplique H?(Rk xE¢W;G) = G. Ce groupe
est engendré par un point quelconque d’une strate réguliere de R* x ¢W. Remarquons
que v envoie ce point dans une strate réguliere de R™ x ¢L. Il nous faut donc établir
que HyP(R™ x ¢L; G) = G. Ici aussi, le résultat est immédiat si R™ x {v} est une strate
réguliere. Supposons donc R™ x {v} singuliere et appliquons-lui (I8]) pour obtenir

s <PRF x {w}) < v, PR™ x {v}) + s —t.

On en déduit t < v, p(R™ x {v}) et le Corollaire [1.4] donne le résultat.

e Troisiéme cas. Supposons i < s — p(RF x {w}). Nous avons d’abord une série d’iso-
morphismes,

HYP(R™ x ¢L\W(RF x {w});G) =

(2

1y HP(RF x eW\(R* x {w}); G)

R =
A
sl

I
%

1

@ HI(W;G), (19)

ou =(1) est 'hypothese (If) et =(y) le Corollaire [3.91 Notons h(RF x {w}) = B x {v} C
R™ x {v}, avec B fermé. Nous utilisons maintenant le théoréme d’excision pour obtenir
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une nouvelle série d’isomorphismes,

HYP(R™ x EL\R(RF x {w}),R™ x EL\R™ x {v}; Q) =
HP(R™ x GL)\(B x {v}),R™ x (¢L\{v}); G) =
H*P((R™\B) x ¢L, (R™\B) x (¢L\{v}); G) =
H{P((R™\B) x (&L, L\{v}); G) =,

HP(RF % A x (8L, &L\{v}); G) =3

Hy*p(cL eL\{v};G) ® sz*gw—l—l—i—k(CL’ eL\{v}; @), (20)
ou =(y) est I'excision de B x (¢L\{v}), =(9) provient de ([5) et =3 des Corollaires (.11
et (B9). L’hypothese faite sur ¢ implique

i—m+14+k<s—pRE x{w})—m+1+k=1t—pRFx {w})+1.

Notons S,, la source de la strate R™ x {v} ; elle vérifie R¥ x {w} < S,, et R* x {w} ~ S,,..
Comme P est une K-perversité, on obtient, que R x {v} soit singuliére ou non,

0 < B(R" x {w}) = P(Sm) = BR® x {u}) — vuB(R™ x {v}). (21)
Il S’ensuit i—m+1+k < t—v,p(R™ x {v}). Si L # (), avec le Corollaire 5.3}, le deuxiéme
terme de la somme directe (20) est nul. Si L =0, alorsonat =—1leti—m+1+k <0,
donc ce deuxieéme terme est aussi nul dans ce cas. En conclusion, on a montré,

HP(R™ x eL\A(RF x {u}),R™ x L\R™ x {v};G) = H"P(¢L,eI\{v}: G).

Finalement, de cet isomorphisme, de la suite exacte longue d’homologie d’une paire et
de ([9), on déduit, Hp (W;G) = V*p (¢L; G) qui entraine, avec le Corollaire [5.4]

HYP(R™ x &L; G) = Hy"P(eL; G) = H (W G) = H] (W G) = HP (R" x eW; ).
]

Démonstration du Théoreme[Bl — La preuve se réduit a la vérification des hypotheses
du Théoreme 5.1, lorsque &y : HY(U; G) = HY*P(U*; G) est la transformation naturelle
induite par I'agrégation intrinseque vV : U — U*. (Le fait que ®, soit une transformation
naturelle provient des conditions (c¢) de la Proposition [6.5 et (b) de la Proposition [6.9])
Les conditions (b) et (d) du Théoréme B sont immédiates. L’existence de suites de
Mayer Vietoris, requise dans (a), a été démontrée dans la Proposition [l La condition
(c) est exactement la Proposition 6131 O

Si les K-perversités ne sont pas des perversités image réciproque par I'agrégation in-
trinseéque, on conserve cependant une invariance topologique entre CS-ensembles obtenus
par raffinement d’un méme CS-ensemble.

Proposition 6.14. — Soit X un CS-ensemble muni d’une K-perversité, p, et soit X' un
CS-ensemble, ayant méme espace topologique sous-jacent que X et dont la stratification
est plus fine que celle de X. Si on note P’ la perversité induite sur X', alors p' est une
K-perversité et il existe un isomorphisme,

HP(X;G) = HY (X3 G).
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Démonstration. — Notons J: X’ — X lidentité qui, dans ce cas, est un morphisme
stratifié. Les deux CS-ensembles ont le méme CS-ensemble intrinseque, X*, et les deux
applications canoniques, v: X — X* et v/: X' — X* vérifient v.p = v, J*p. Par hypo-
these, on a p’ = J*p. Si nous supposons avoir démontré que P’ est une K-perversité, alors
le résultat est une conséquence directe du Théoréme [Bl 11 nous reste donc & montrer que
P est une K-perversité.

Considérons tout d’abord une strate S € Sy source de la strate S*'. En utilisant que
les applications v/ et J sont stratifiées et que S est une strate source, on a

codim S¥ < codim S” < codim S = codim s

1l s’ensuit dim S*" = dim 57 et la strate S7 est aussi une strate source de la strate S*'.
Détaillons maintenant les conditions imposées dans la Définition

(i) Avec les notations précédentes, cette propriété découle de 7' (S) = p(SY).

(ii) Considérons deux strates, Sy et Sq, de X' avec Sy réguliere et Sy ~ S1. Nous avons
S()] ~ S{ car la relation d’équivalence est indépendante de la stratification. D’autre part,
la strate S est réguliere car .J est une application stratifiée. En appliquant la propriété
(ii) de la K-perversité P, on obtient 7'(Sp) = p(Sy) > 0.

(iii) Considérons deux strates, Sy et S1, de X' avec Sy ~ S1, Sy < S7 et S une strate
singuliére, source de S%'. De ce qui précede, on déduit : S§ ~ S{, S§ < S{ et S{ strate
singuliere, source de SY ".En appliquant la propriété (iii) de la K-perversité p, on obtient
P (S1) =p(S{) <B(S{) =P (S). La deuxieme inégalité découle des inégalités suivantes,
dans lesquelles on a utilisé le fait que S est une strate source et que l'application J est
stratifiée,

Dp'(S1) = codimS; —2—7(S;) = codim Sy —2 —p(S{) = Dp(S{) < Dp(Sp)
< codim S§ — 2 —p(Sy) < codim Sy — 2 — 7 (Sp) = DF'(Sp).

O

Remarque 6.15. — Les propriétés requises dans la Définition [6.7] de K-perversité ont
été choisies de fagon & étre les plus faibles possibles. Elles interviennent comme suit dans
la preuve de la Proposition B.13]
— La condition (i) est nécessaire pour pouvoir définir la perversité v,p.
— La condition (ii) et la premiére partie de la condition (iii) sont utilisées dans (21)
pour une strate .S, qui est une source.
— La deuxiéme partie de la condition (iii) est utilisée dans (I8]) pour une strate sin-
guliere qui est aussi une source.

Remarque 6.16. — La Proposition rejoint le résultat suivant de G. Valette [20]
Proposition 3.4]. Considérons,

— deuz stratifications 8 et 8' sur un espace X, telles que l'application identité soit une
application stratifiée, f: (X,8") — (X,8), entre PL-pseudovariétés,

— deuz perversités, p sur (X, 8) et sur (X,8'), telles que, pour tout couple (S,S") d’une
strate S de 8 et S" de 8' avec S' C S, on ait,

p(S) <P'(S") <p(S) + codim S’ — codim S. (22)
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Alors, il existe un isomorphisme,

IPH,(X,8) = I" H,(X,8).

Etudions les interactions entre cet énoncé et le Théoréeme [Bl

a) Si les strates S et S’ ont méme codimension, la condition (22)) implique que p(S) =
P/ (S"). Il s’ensuit P’ = f,p comme dans la situation que 'on a étudiée.

b) La condition (22) implique les propriétés (ii) et (iii) de la Définition

c) La preuve de [20] est similaire & celle de la Proposition .13l Dans chacune des deux
situations, outre les propriétés (ii) et (iii) ci-dessus qui sont communes par hypothese,
la clé est I'existence d’un homéomorphisme d’espaces stratifiés au niveau local,

h: (RF x eW)* = R™ x &L. (23)

Dans le Théoréme[Bl cet homéomorphisme existe (cf. (I4])) car le but choisi pour f est
la stratification intrinseque X*; dans [20], c’est une conséquence de 'hypotheése PL.

Une question découle alors naturellement de 'analyse précédente : un homéomor-
phisme local stratifié comme (23) existe-t-il sans Uhypothése PL dans l’énoncé de |20
Proposition 3.4] #

7. Homologie d’intersection modérée. Théorémes [C| et

Dans cette section, nous présentons une version filtrée de I’homologie d’inter-
section modérée, isomorphe a celle introduite dans [16] (cf. aussi [7]). Nous
suivons ici la démarche plus intuitive de [8), /6] ot I’on se restreint & des chaines
non incluses dans la partie singuliere de X. Nous développons les propriétés
de cette homologie et établissons un théoréme d’invariance dans la ligne de
celui de la section précédente.

Nous fixons un espace pervers (X,p), filtré par X_1 =0 C Xo C ... C X,, = X et de
partie singuliere ¥ = X,,_1.

Remarque 7.1. — Commencons par une justification heuristique de I’homologie d’in-
tersection modérée. Une perversité p située a gauche de la perversité maximale (i.e.,
P < t) posséde une propriété essentielle, a savoir : tout simplexe p-admissible, o: A — X,
ainsi que son bord, ne peuvent étre inclus dans la partie singuliére, ¢’est-a-dire o(0A) ¢
Y. Evidemment, dans le cas d’une perversité sans contrainte cette particularité disparait :
il existe alors des simplexes admissibles dont le bord est inclus dans la partie singuliére.
Ces simplexes font que le théoréme d’isomorphisme de de Rham et le théoreme de dualité
ne sont plus vérifiés.

Dans le fil de cette remarque, nous introduisons I’homologie d’intersection modérée
avec l'idée de faire disparaitre les simplexes admissibles et singuliers.

Définition 7.2. — Un simplexe filtré, A = Ag x -+ x A, est régulier si A, # 0 et
singulier sinon. Le bord d’un simplexe filtré A = Ag * --- x A, se décompose sous la
forme

0A = 8regA + 8singAa
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ou le premier terme du deuxieme membre regroupe les simplexes réguliers et le deuxiéme
les simplexes singuliers. En particulier, on a :

0A si A, =10,
asingA = Ag*--x Ay g si |An| =0,
0 si |Ap] > 0.

Sio: A — X est un simplexe régulier, on décompose son bord en 90 = Oreg0 + Osing0
comme ci-dessus.

Rappelons que (Cy(X;G),0) dénote le complexe engendré par les simplexes filtrés.

Définition 7.3. — Notons €.(X;G) = C.(X; G)/C(X; G) le complexe quotient, muni
de la différentielle ? induite par Opeq. Si p: Cy(X;G) — €(X;G) est la projection
canonique, nous avons donc pod = p o Greg = 0 0 p.

Soit Cf [P (X;G) C Ci(X; Q) le sous-groupe engendré par les simplexes p-admissibles
et Q:fd[p] (X;G) = Cfd[p} (X; G)/Cfd[p}(E; G) le groupe quotient, appelé groupe des
chaines modérées p-admissibles. Le complexe des chaitnes modérées de p-intersection est
le sous groupe des chaines modérées p-admissibles dont la différentielle ? est aussi mo-
dérée p-admissible. Nous notons (€% (X;G),0) ce complexe et H%(X;G) son homologie,
appelée p-homologie d’intersection modérée.

Remarquons qu'un élément de €4 (X; G) posséde comme représentant une combinaison
linéaire, w = >, n;0y, avec Imo; ¢ X et o; p-admissible, telle que 9w = 3_, 7; ou les
simplexes 7; sont p-admissibles.

La différence entre homologie d’intersection et homologie d’intersection modérée se
manifeste dans les calculs de I'homologie d’un cone, menés dans les Propositions

et [Z91

Nous montrons d’abord que I’homologie modérée introduite en [7.3] coincide avec
celle introduite dans [16] et dans [8]. Nous désignons provisoirement cette derniére par

P(X;G). Dans [6], G. Friedman a montré que HP(X; G) peut étre définie comme dans
la démarche précédente en utilisant le complexe des chaines singulieres, que ’on dénote
C!(X;G). Notons €P(X;G) le complexe ainsi obtenu.

Théoréme C. — Soit (X,p) un CS-ensemble pervers. L’inclusion canonique
E(X;G) — Qﬁff(X;G) est un morphisme de complexves de chaines induisant un
isomorphisme en homologie, H%(X; G) = 6P (X;G).

La preuve de ce résultat suit la méme procédure que celle du Théoréme [Al Nous
établissons donc les propriétés requises dans le Théoréme B.11

Définition 7.4. — Soit (X,p) un espace pervers. Le sous-espace des p-grandes strates
de (X,Dp) est
= U 5
P(S)>t(S)

S singuliere
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Lemme 7.5. — Considérons (X,p) un espace pervers, de sous-espace des p-grandes
strates noté Xp. Soit 0: A = ANg*x---x Ay, = X un simplexe filtré p-admissible.

(a) Sio est un simplexe singulier, alors Imo C X5.
(b) Sio': A" — X est une face singuliére de codimension 1 de o, alors Imo’ C Xp.

(c) Sip <t, alors o et ses faces de codimension 1 sont réguliéres.

Démonstration. — (a) Le simplexe o étant singulier, on a A, = () et il existe i < n tel
que A; # (). On choisit ¢ le plus grand possible et on pose £ = n — 4. Soit S la strate de
codimension ¢ telle que SNo(A) # (). Remarquons ||o||; = dim(Ag*---xA,,_p) = dim A,
par choix de 7 et parce que o est singulier. La condition d’admissibilité de ¢ devient donc

llolle = dim A < dim A — codim S + p(.5).

Il s’ensuit #(.5) < codim S < P(S) et S C X3, d’out le résultat.
La preuve de (b) est similaire et la propriété (c) est une conséquence immédiate. [

Remarquons, a partir de ce lemme, que
(€2(X;G),0) = (CP(X;G),8) si p<i. (24)
Le résultat suivant englobe la Proposition pour ces perversités.

Proposition 7.6. — Toute application stratifiée, f: (X,p) — (Y,q), entre deux espaces
stratifiés pervers, vérifiant f(Xp) C Xy et f*Dq < Dp induit un morphisme de chaines,
[ €(X;G) — €LY Q), défini au niveau des simplezes filtrés par o — foo.

Démonstration. — D’aprés la Proposition [B.6] I'application f induit un morphisme de
complexes, f,: CAMPl(X;G) — Al (Y Q). D’autre part, d’aprés le Lemme [75, toute
chaine ¢ € CAYPI(X; G) N C,(Zx) a son support inclus dans X5. Donce, par hypothese,
on a f*(&) C Yy et f*(asingg) C Yy.

Le morphisme f, passe ainsi au quotient en une application f,: ¢AdP] (X;G) —
QAd[a](Y;G) vérifiant po f, = fiop et Do fu = f. 0o0. En conséquence, nous obte-
nons un morphisme de chaines induit, f.: €?(X;G) — €4(Y; Q). O

Une preuve similaire entralne que des applications homotopes coincident en homologie
d’intersection modérée.

Proposition 7.7. — Deux applications stratifiées, f, g: (X,p) — (Y,q) entre espaces
stratifiés pervers, homotopes par une homotopie stratifiée, , qui envoie Xz x [0,1] dans
Yy, et qui vérifie p*Dq < Dp, induisent la méme application en homologie,

fe =g H2X;G) = HUY;G).

Comme dans la Section Bl on en déduit une propriété essentielle du produit d'un
espace pervers par la droite réelle, la preuve découlant directement du fait que les diverses
applications intervenant préservent le lieu singulier.

Corollaire 7.8. — Soit (X,D) un espace stratifié pervers. Alors, les inclusions t,: X <
Rx X,z (2,2) avec z € R fizé, et la projection px: Rx X — X, (t,z) = x, induisent
des isomorphismes, (R x X;G) = 97 (X;G).
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Proposition 7.9 (Homologie d’intersection modérée d’un céne)

Soit X un espace filtré, compact et de dimension formelle n. Considérons le cone, ¢X,
muni de la filtration conique et d’une perversité p. Nous notons également p la perversité
induite sur X. Alors, I’homologie d’intersection modérée du cone est déterminée par,

5 P(X;G) sik<n—p({w})

p X:G) = y)k( ) p )

N(EX:6) { 0 sik>n—p({u})

ot l'isomorphisme est induit par n’importe quelle application tex: X — ¢X, = — [z,1]
avec t €]0,1].

Démonstration. — Nous reprenons les notations de la preuve de la Proposition 5.2l Pour
tout k& < n—p({w}), la méme démarche donne, avec le corollaire précédent, $7(EX;G) =
H(Xx]0,1[;G) = H0(X;G). ~

Supposons maintenant k > n — p(w). Tout cycle p(¢) € €7(EX;G) est I'image par p
d’une chaine £, p-admissible et dont le bord 9¢ est inclus dans I’ensemble singulier ¢ x.
Le cone sur ce bord, cd€, est également inclus dans Y.¢x Nous avons montré, au début
de la preuve de la Proposition [0.2], que la chaine c€ est p-admissible. Le résultat annoncé
provient des égalités,

_ _ [ p(cd€) + (1)Mp(€) sik A0 _ [ (=1)M1p() sik#0
or(et) = p(acf)_{Z(W)—p(f) ' si k= 0. _{ —p(§) ’ si k=0

= (=1)*p(9).
0

Comme cas particulier de ce résultat, considérons un 0-simplexe p-admissible, £. Sip >
t, la 1-chaine associée, c£, est aussi p-admissible. Dans le cas de ’homologie d’intersection,
la différentielle est Oc§ = w—¢, alors que dans le cas de ’homologie d’intersection modérée
on a 0c€ = —¢. Ceci explique la différence entre HJ(X;G) = G et H5(X;G) = 0.

Proposition 7.10 (Suite de Mayer-Vietoris en homologie d’intersection mo-
dérée)

Pour tout espace pervers, (X,p), et tout recouvrement ouvert, {U,V'}, de X, il existe
une suite exacte longue,

= U NVEG) = S (U;G) @ 9P (V;G) — HY(X;G) = 57, (UNV;G) — ...
Le connectant de cette suite exacte longue est donné par 6p(§) = [0&y], ou §u s’obtient
a partir de lopérateur de subdivision, s0%p(¢) € €X(U) + €X(V), cf. (20).
Démonstration. — Considérons la suite exacte courte,
0—=e(UNV) = e(U)®el(V) L eP(U) + (V) = 0,

dans laquelle le morphisme de chaines, ¢, est défini par ¢(«, 5) = a+ 5. La suite exacte
longue que 'on cherche est une conséquence directe de la propriété :

“I’inclusion Im ¢ < €P(X) induit un isomorphisme en homologie.” (25)

Nous suivons les trois étapes de la démonstration de la Proposition 4.1l
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e Premiére étape. Nous avons construit deux opérateurs sd : CP(X) — CP(X) et

T: CY(X) — C¥,(X) vérifiant sd 0 = 9sd et 9T +T 9 =id —sd.

Sio: A — X est un simplexe filtré, nous avons montré que la chaine sd (o) se compose
de simplexes de la forme oo, ou { € AP"(A) est un élément du sous-complexe engendré
par les simplexes linéaires de A. Avec la définition donnée dans op. cit. nous avons donc :

Imo C ¥ <= Imoo(CX,

pour chaque (. Ainsi, Popérateur sd induit un opérateur s0 : Q*Ad[ﬁ](X;G) —

fd[ﬂ (X;G), vérifiant 50 o p = posd et, par conséquent, 950 = s00. Ceci implique en
particulier que la restriction s0 : €2(X;G) — ¢2(X; @) est bien définie.
Un argument similaire fournit un opérateur <: €2(X; @) — ¢? 1+1(X;G) vérifiant T o
p=poT et 0T +Td=1id —s0.
e Deuxieme étape. Soit £ € C’,{_)(X). Dans la démonstration de la Proposition [£1], nous
montrons lexistence d’un entier k > 0 que, sd*¢ € CP(U) + CF(V). Alors, pour tout

p(&) € €2(X), il existe k > 0 avec

s0Fp(¢) € (U) + (V). (26)
o L’¢tape finale est identique a celle de la Proposition .11 ]
Définition 7.11. — Considérons une paire d’espaces pervers (X, U,Z)). Le com-

pleze des chaines modérées relatives de p-intersection est le quotient (X, U;G) =
¢X(X; @) /€L (U; G). Son homologie est appelée homologie d’intersection modérée relative,
a coefficients dans le groupe abélien G, et notée H%(X,U; Q).

Par définition, nous avons une suite exacte longue de la paire (X, U,p),
o= V(U G) = HY(X;G) = 9 (X, U G) — 9, (U;G) — ... (27)

Les trois corollaires suivants se démontrent exactement comme les corollaires corres-
pondants de la Section [3

Corollaire 7.12. — Soit (X,p) un espace pervers. Si F' est un fermé de X et U un
owvert de X tels que F' C U, alors, Uinclusion naturelle (X\F,U\F) — (X,U) induit
un isomorphisme en homologie,

ST (X\F,U\F;G) = 87 (X,U;G).

Corollaire 7.13. — Soit (X,P) un espace pervers muni d’un recouvrement ouvert U.
Notons QE’U(X) le sous-complexe de Q:E(X) formé des p-chaines modérées d’intersection
dont le support est inclus dans un des ouverts du recouvrement U. Alors, l’inclusion
canonique, L: QE’U(X) < ¢2(X), induit un isomorphisme en homologie.

Corollaire 7.14. — Soient (X,Dp) un espace stratifié¢ pervers et S* la sphére de R
On munit le produit S x X des filtration et perversité définies dans les Exemples[L.2 et
la perversité sur le produit étant encore notée . Alors, la projection px: StxX — X,
(z,2) = x, induit des isomorphismes, 7 (S* x X;G) 2 H(X;:G) ® H,_,(X;G).
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Démonstration du Théoréme [l — 1l suffit de suivre la démarche de la preuve du Théo-
réme[Al: on vérifie donc les conditions du Théoréme .11 dans le cas ott & : H2(U; Q) =
ﬁ?(U ; G) est la transformation naturelle induite par I'inclusion canonique, ¢ (U;G) —
Q:?(U . G). La suite de Mayer-Vietoris et les calculs locaux de $7? se trouvent dans [6]. Les

calculs correspondants pour P ont été établis dans le Corollaire [Z8 et les Propositions

79 et [IO0 O

Déterminons ’homologie d’intersection modérée pour certaines perversités particu-
lieres.

Proposition 7.15. — Pour tout espace pervers, (X,D), les propriétés suivantes sont
vérifiées.

(a) HY(X;G) = HY(X;G), sip < 1.

(b) ﬁg(X; G)=H.(X,%;G) sip>t et (X,p) est un CS-ensemble pervers.

Démonstration. — La propriété (a) découle directement de (24]).

Nous démontrons (b) & partir du Théoréme (.l Rappelons que CL(—; G) désigne le
complexe des chalnes singulieres et remarquons ’existence d’un morphisme de complexes,
bx: €X(X;G) — CL(X,%;G). Nous en déduisons 'existence d’une transformation na-
turelle induite, entre homologie d’intersection modérée et homologie singuliere relative,

dy: HP(U;G) — H (U, %;G).
La preuve se réduit facilement & la vérification du point (c) du Théoreme Bl Pour
cela, on considére un espace pervers compact, (L,p), et il nous faut montrer que la
fleche, ey : .VJE(CQ:L; G) — H.(¢L,%¢r; G), est un isomorphisme. D’une part, on sait que
H,.(¢L,X¢r; G) = 0. D’autre part, d’apres la Proposition [T.9] nous avons .V)?(E’;L; G) =0,
carn—pw)<n—tw)—1<n—(n+1-2)—1=0. O

Soient X la droite réelle avec la structure de CS-ensemble trivial et Y le méme espace
topologique dans lequel on déclare l'origine comme unique singularité. Pour la perversité
nulle, nous avons (cf. Corollaire [[.8) HY(X;G) = G et HY(X;G) = 0. L'invariance
topologique semble donc perdue quand on travaille avec I’homologie modérée. Dans cet
exemple a la base du dysfonctionnement se trouve le fait qu’il existe une strate singuliére
équivalente & une strate réguliere. Nous allons montrer qu’il s’agit en fait de la seule
obstruction et que si on évite ce phénomene, on retrouve l'invariance topologique de la
Section [6L

Définition 7.16. — Un espace stratifié X est homogéne s’il ne possede pas de strate
singuliere équivalente a une strate réguliere.

Un espace stratifié pervers (X,p) est p-homogeéne si toute strate singuliere S équiva-
lente & une strate réguliere vérifie p(S) < ¢(S).

La Définition implique que la deuxieme définition est équivalente & v(Xp) C Xx-.

Théoréme D. — Soit (X,p) un CS-ensemble pervers, p-homogéne et dans lequel p est
une K-perversité. Alors, l’agrégation intrinséque, v: X — X*, induit un isomorphisme,

H(X;G) =2 9P (X G).
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Démonstration. — La démonstration du Théoréme [B] est valable pour ce nouveau ré-
sultat sauf en un point qui differe entre les deux homologies d’intersection, a savoir
I’homologie en degré 0 du cone. Celle-ci apparait dans le deuxiéme cas de la preuve de
la Proposition 613} Reprenons-en les notations. On a s < p(R* x {w}) et le but est de
montrer 1'égalité Hp(RF x eW) = H7P(R™ x EL).

Notons S’ la strate de X dont la restriction & U NS est S,,. Par construction, nous
avons, S ~ S, § X8, s+1 = codimS, t+1 = codim S’ et t < s. La condition
s < p(RF x {w}) implique #(S) < p(S). Donc, avec 'hypothése de p-homogénéité, la
strate S’ est régulicre si, et seulement si, la strate S est réguliere. En conséquence, nous
avons montré : s = —1 <=t = —1. En appliquant la Proposition [Z.9] et le Corollaire [.8],
on obtient,

st xan - {§ 1574 {6 i

0 sinon = 5" (R™ x EL).

g

Dans le cas des GM-perversités, ce résultat entraine I'invariance topologique de 1’ho-
mologie d’intersection modérée, pour les CS-ensembles homogenes. La preuve est celle
du Corollaire [6.10] dans laquelle on remplace le Théoreéme [B] par le Théoreme

Corollaire 7.17. — Soit X un CS-ensemble homogéne et soit p une perversité de King
vérifiant (1) > 0. Alors, l'agrégation intrinséque, v: X — X*, induit un isomorphisme,

H(X;G) 2 H2(X*G).

Par conséquent, le groupe $H%(X;G) est indépendant du choix de la stratification de
X comme CS-ensemble homogene. En particulier, si X et X’ sont deux CS-ensembles
homogenes, homéomorphes comme espaces topologiques, ils ont le méme CS-ensemble
intrinseque associé et donc la méme homologie d’intersection modérée pour une perversité
de King,

H(X;G) = H(X";G).
Comme dans la section précédente, on déduit une invariance topologique pour toutes

les perversités obtenues par image réciproque d’une perversité définie sur le CS-ensemble
intrinseque.

Proposition 7.18. — Considérons deur CS-ensembles homogénes, X1 et Xo, homéo-
morphes en tant qu’espaces topologiques. Soit p une perversité définie sur le CS-ensemble
intrinseque, X*, commun d X1 et Xo. Si on munit Xy et Xo des perversités images ré-
ciproques, Py et Py, de P par les agrégations intrinséques, v* et vx2, alors il existe un
isomorphisme

H(X1; Q) =2 H22(Xa; G).

Dans le cas d’un CS-ensemble homogene X et d’un de ses raffinements X5, ’hypothese
d’homogénéité sur Xy peut-étre limitée aux strates de codimension 1. Plus généralement,
en prenant en compte I’homogénéité relative a une perversité, on obtient le résultat
suivant.
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Corollaire 7.19. — Soit (X1,p;) un CS-ensemble pervers p,-homogéne pour une K-
perversité, Dy, et soit Xo un CS-ensemble ayant méme espace topologique sous-jacent que
X1 et dont la stratification est plus fine que celle de X1. Supposons qu’il n’existe pas de
strate S dans Xo, de codimension 1, qui devienne réguliére dans X1. Alors, si on note
Dy la perversité induite par p; sur Xo, il existe un isomorphisme

H(X1;G) = H22(Xa; G).

Démonstration. — Notons J: Xo — X; l'application stratifiée définie par l'identité.
Avec la Proposition [6.14] nous savons que P, est une K-perversité et il nous suffit donc
de montrer que Xy est Py-homogene. Prenons pour cela une strate singuliere S de Xy,
équivalente & une strate réguliere R de X5 et prouvons p,(S) < #(S). Par hypothese, on
peut supposer que S est de codimension 2. Dans la preuve de la Proposition [6.14], nous
avons montré S7 ~ R’. Distinguons maintenant les cas suivants.

— Si la strate S” est singuliére, en utilisant la p;-homogénéité de X; et le fait que J

est stratifiée, on peut écrire :

P2(S) = 71(87) <#(S7) = codim §7 — 2 < codim S — 2 = #(S).
— Si la strate S/ est réguliere, de codim S > 2, nous avons
72(S) =7,(57) =0 < codim S — 2 = #(9).
— Si les strates S7 et S sont régulieres, alors py(S) = 0 = £(S).
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