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HOMOLOGIE D’INTERSECTION ET VARIÉTÉS
HOMOLOGIQUES

Jean Paul Brasselet et Martin Saralegi1

December 17, 2009

En introduisant l’homologie d’intersection Goresky et MacPhersonont avancé la conjecture suiv-
ante.Conjecture. Si A est une pseudovariété stratifiée normale pour laquelle les applications

naturelles IH p̄
∗ (A) −→ IH q̄

∗(A), pour p̄ ≤ q̄, sont des isomorphismes alors A est une variété

homologique. Cette conjecture s’est avérée fausse [4]. Enconsidérant une famille plus large de
perversités, les perversités amples (loose perversities), et en serestreignant à la famille des pseudo-
variétés stratifiées dont lesstrates possèdent un voisinage tubulaire trivial, King adémontré que
cette conjecture est vérifiée.Le but de ce travail est d’élargir la catégorie despseudovariétés pour
lesquelles la conjecture estréalisée. Nous remplaçons la condition de trivialitégéometrique de [4] par
une condition plus faible detrivialité homologique: les voisinages tubulaires des strates n’ont pas de
monodromie homologique. Celle-ci est plus naturelle vu le caractère homologique de la conjecture.
La catégorie des pseudovariétés ici considérées contient lesuntwisted normal pseudomanifolds de [4],
les espaces stratifiés de [6], l’espace des orbites d’une action d’un groupe de Lie compact, l’espace des
feuilles d’un feuilletage riemannien singulier compact de [5], les pseudovariétés stratifiées normales
où les strates sont simplement connexes, . . . Le résultat principal de ce travail s’ennonceThéorème

Soit A une pseudovariété stratifiée sans monodromie. Les applications naturelles

IH p̄
∗ (A) −→ IH q̄

∗(A) sont des isomorphismes pour toute paire de perversités amples p̄ ≤ q̄ si et

seulement si A est une variété homologique.Toutes les homologies qui apparaissent dans ce travail

sont à coefficients dans un anneau commutatif unitaire R.Le deuxième auteur remercie l’hospitalité
offerte par le Département de Mathématiques de l’Université de Illinois à Urbana-Champaign pen-
dant la réalisation de ce travail.

1 Rappels sur l’homologie d’intersection.

Nous introduisons les principales notions sur l’homologie d’intersection, que nous utiliserons dans la
suite (cf. [3], [4], [2]).1.1. Une perversité ample p̄ est une suite d’entiers (p2, . . . , pn) vérifiant 0 ≤
pk ≤ k − 2 pour tout k. Deux perversités amples p̄ ≤ q̄ sontm-consécutives si, pour tout
i 6= m, pi = qi etqm = pm + 1. 1.2. Soit A une pseudovariété stratifiée de dimension n. On

posera m(A) l’entier vérifiant An−m(A)) 6= An−m(A)−1 = ∅.Pour chaque perversité ample p̄ on

posera IC p̄
∗ (A) le complexe des châınes d’intersection (à support compact) à coefficients dans R

et IH p̄
∗ (A) l’homologie d’intersection de A. Si q̄ est une autre pervesité ample avec p̄ ≤ q̄ on a

l’inclusion naturelle IC p̄
∗ (A) →֒ IC q̄

∗(A). Suivant [4] nous poserons IC
q̄/p̄
∗ (A) = IC q̄

∗(A) / IC p̄
∗ (A)

et IH
q̄/p̄
∗ (A) l’homologie associée. L’application naturelle IH p̄

∗ (A) → IH q̄
∗(A) est un isomorphisme

si et seulement si IH
q̄/p̄
∗ (A) = 0.Remarquons que IH

q̄/p̄
∗ (A) est 0 si pi = qi pour tout entier i avec

An−i 6= An−i−1; si p̄ et q̄ sont m(A)-consécutives, alors IH
q̄/p̄
∗ (A) = IH

q̄/p̄
∗ (U) pour tout ouvert U

contenant An−m(A).

1Allocation de recherche du DGICYT-Espagne.
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2 Pseudovariétés stratifiées sans monodromie

Les pseudovariétés stratifiées considérées dans ce travail sont caractérisées par trois propriétés:
elles sont normales, chaque strate possède un voisinage tubulaire etla monodromie de ce voisi-
nage est triviale.2.1. Soit S un strate (composante connexe de Ai − Ai−1) de A. Un voisinage

US ⊂ A de S est un voisinage tubulaire s’il existe une retraction πS :US → S qui est une
fibration localement triviale de fibre le cône cLS sur le link LS de S et dont le groupe struc-
tural est le groupe Aut(LS) des automorphismes de LS (homéomorphismes préservant la strati-
fication de LS). Un ensemble stratifié est la donnée d’une pseudovariété stratifiée A et d’une
famille de voisinages tubulaires {US / S strate de A} vérifiant certaines conditions de compat-
ibilité (voir [7]).2.2. Considérons la filtration localement triviale de fibre IH p̄

∗ (cLS) associée à

la fibration πS . Posons µp̄
S : π1S → Aut(IH p̄

∗ (cLS)) la monodromie du fibré associé, ici Aut
désigne le groupe d’automorphismes. Remarquons que si le voisinage tubulaire est le produit
S× cLS alors la monodromie est triviale (i.e., l’application constante); la réciproque est fausse.Une
pseudovariété stratifiée sans monodromie est une pseudovariété stratifiée normale A munie
d’une structure d’espace stratifié dont la monodromie µp̄

S des voisinages tubulaires est triviale, et
ceci pour toute strate S de A et toute perversité ample p̄.Remarquons que si A est une pseudovarié-
té stratifiée sans monodromie et U ⊂ A est un ouvert, alors U est une pseudovariété stratifiée sans
monodromie. De même, chaque link LS est une pseudovariété stratifiée sans monodromie.Comme
exemple de pseudovariété stratifiée sans monodromie nous avons celles qui ont été cités dans
l’introduction de ce travail.

3 Calcul de IH
q̄/p̄
∗ (A)

La démonstration du Théorème de ce travail est basée sur le calcul de IH
q̄/p̄
∗ (A) pour deux per-

versités m(A)-consécutives p̄ ≤ q̄.3.1. Soit S la famille des composantes connexes de An−m(A),

fixons pour chaque S ∈ S un voisinage tubulaire US avec US ∩ US′ = ∅ si S 6= S′. Ecrivons

U =
⋃

S∈S

US . Posons US = {Uα} un bon recouvrement de S. Définissons le complexe C∗(US , IC
q̄/p̄
∗ )

par Ci(US , IC
q̄/p̄
j ) =

⊕

α0<···<αi

IC
q̄/p̄
j (π−1

S (Uα0 ∩ . . .∩Uαi
)). Dénotons par δ la différentielle de Čech habituelle et par ∂̄ la

différentielle de IC
q̄/p̄
∗ (A). Posons D = δ + (−1)i∂̄, en procédant comme dans [1, pag.197], l’étude

du complexe différentiel bifiltré {C∗(US , IC
q̄/p̄
∗ ), D} donne:

Proposition 3.2 Il existe une suite spectrale convergeante vers IH
q̄/p̄
∗ (U) dont le deuxième terme

est E2
i,j =

⊕

S∈S

Hi(S) ⊗ IH
q̄/p̄
j (cLS).

3.3. Le calcul de l’homologie d’intersection du cône (voir [3] et [4, pag.232]) et la suite exacte longue

de [4, pag.231] montrent: IH
q̄/p̄
j (cLS) = IH p̄

j−1(LS) si j = m(A)− 1− pm(A), et IH
q̄/p̄
j (cLS) = 0 si

j 6= m(A) − 1 − pm(A).Par conséquent,

IH
q̄/p̄
∗ (U) ∼=

⊕

S∈S

H∗−(m(A)−1−pm(A))(S) ⊗ IH p̄
m(A)−2−pm(A)

(LS).
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Finalement, puisque IH
q̄/p̄
∗ (A) = IH

q̄/p̄
∗ (U) on obtient

IH
q̄/p̄
∗ (A) ∼=

⊕

S∈S

H∗−(m(A)−1−pm(A))(S) ⊗ IH p̄
m(A)−2−pm(A)

(LS).

Nous en déduisons que IH
q̄/p̄
∗ (A) = 0 est équivalent à la nullité de

IH p̄
m(A)−2−pm(A)

(LS), pour tout S ∈ S.

4 Démonstration du Théorème

L’implication inverse est montrée à [4]. Pour la necessité nous suivons un chemin parallèle à celui
de [4]. Nous procédons par récurrence sur m(A). Si m(A) = 0 la pseudovariété stratifiée A est en
fait une variété. Supposons le résultat verifié pour toute pseudovariété stratifiée sans monodromie
B avec m(B) < m(A). Pour prouver que A est une variété homologique il suffira de prouver que
U =

⋃

S∈S

US (voir §3.2) et A − An−m, où m = m(A), sont des variétés homologiques.

• U est une variété homologique. Fixons r̄ = (r2, . . . , rm−1) une perversité et considérons
pour chaque β ∈ {0, . . . ,m − 3} les perversités m-consécutives: p̄ = (r2, . . . , rm−1, β, 0, . . . , 0)
etq̄ = (r2, . . . , rm−1, β + 1, 0, . . . , 0). D’après §3.3 nous avons IH r̄

0(LS) = 0 pour tout S ∈ S et
j ∈ {1, . . . ,m − 2}. La normalité des LS implique IH r̄

0(LS) = IH r̄
m−1(LS) = R. Puisque m(LS) <

m l’hypothèse de récurrence permet d’affirmer que chaque LS est une sphère homologique. Par
conséquent, chaque US est une variété homologique et donc l’ouvert U est une variété homologique.

• A − An−m est une variété homologique. La suite exacte longue associée à la paire (A, U) (cf.

[4, pag.231]) et la relation IH
q̄/p̄
∗ (A) = IH

q̄/p̄
∗ (U) montrent IH

q̄/p̄
∗ (A, U) = 0 pour tout couple p̄ < q̄

de perversités amples. Par excision nous trouvons IH
q̄/p̄
∗ (A−An−m, U −An−m) = 0. D’autre part,

la suite exacte longue associée à la paire(A−An−m, U −An−m) et la relation IH
q̄/p̄
∗ (U −An−m) = 0

(car U −An−m est une variété homologique) montrent IH
q̄/p̄
∗ (A−An−m) = 0. Finalement, puisque

m(A−An−m) < m, nous appliquons l’hypothèse de récurrence et nous prouvons que A−An−m est
une variété homologique.
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