N

N

Cohomologie d’intersection modéréee. Un Théoreme de
deRham

Bohumil Cenkl, Gilbert Hector, Martintxo Saralegi-Aranguren

» To cite this version:

Bohumil Cenkl, Gilbert Hector, Martintxo Saralegi-Aranguren. Cohomologie d’intersection modéréee.
Un Théoreme de deRham. Pacific Journal of Mathematics, 1995, 169, pp.235-289. hal-00438561

HAL Id: hal-00438561
https://univ-artois.hal.science/hal-00438561
Submitted on 4 Dec 2009

HAL is a multi-disciplinary open access L’archive ouverte pluridisciplinaire HAL, est
archive for the deposit and dissemination of sci- destinée au dépot et a la diffusion de documents
entific research documents, whether they are pub- scientifiques de niveau recherche, publiés ou non,
lished or not. The documents may come from émanant des établissements d’enseignement et de
teaching and research institutions in France or recherche francais ou étrangers, des laboratoires
abroad, or from public or private research centers. publics ou privés.


https://univ-artois.hal.science/hal-00438561
https://hal.archives-ouvertes.fr

COHOMOLOGIE D’'INTERSECTION MODEREE

UN THEOREME DE DERHAM

Bohumil Cenkl, Gilbert Hector et Martin Saralegi'

Abstract

With a singular space K there is associated a differential graded module of polynomial differential
forms IT2"(K) together with a filtration I79(K) C IT;’qH(K) in each degree *. IT(K) is a
graded module over the subring of the rationals Q, = Z [%, %, ey %] These modules are defined
for any stratified pseudomanifold K and for any perversity p. It is proved that the cohomology of
such a differential module I Tg’q(K ) is isomorphic to the intersection cohomology IHZ(K;Qg). The
construction of I Tg’*(K ) is based on the deRham complex of Cenkl and Porter when applied to a

desingularization of K.

En se basant sur le travail de Sullivan [18], Cenkl et Porter [5] on construit pour tout complexe
simplicial C' un complexe de formes différentielles qui calcule la cohomologie modérée (et en particulier,
entiere) de C. Ceci leur a permis de généraliser la théorie des modeles minimaux de Sullivan aux
coefficients dans un systeme d’anneaux. Le développement de la théorie des modeles minimaux dans le
cadre modéré permet, non seulement d’obtenir des renseignements sur la torsion de la cohomologie, mais

encore d’étendre la dite théorie au cas “infiniment engendré” (cf. [16]).

Classification AMS. Primaire 55N35. Secondaire 57N80.

Mots clés. Cohomologie modérée, cohomologie d’intersetion, pseudovariété stratifiée.

llocation de recherche et Projet PB91-0142 du DGICYT-Espagne.
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D’autre part, 'homologie d’intersection a été introduite par Goresky et MacPherson [9] pour étendre
la dualité de Poincaré aux variétés singulieres. Cette homologie partage plusieurs propriétés avec 1’ho-
mologie singuliere: description axiomatique [10], théorie de Morse [11], cobordisme [12], Théoréme de
Lefschetz [8], Théoréme de deRham [1], [2], [15] .... Elle coincide avec I'homologie ordinaire pour les
variétés lisses, compactes et orientées. L’homologie d’intersection a été définie en premiere instance
dans la catégorie linéaire par morceaux [9] (pseudovariétés stratifiées); elle s’étend naturellement aux
complexes simpliciaux a l’aide d’une triangulation en drapeaux [13, Appendice] (pseudovariétés strati-
fiées simpliciales), cadre ou se developpe [5].

Le but de ce travail est d’établir un Théoréeme de deRham qui englobe les deux points de vue
précédents: un Théoreme de deRham pour I'homologie d’intersection modérée dans la catégorie des
pseudovariétés stratifiées simpliciales. Plus précisement, nous montrons le résultat suivant (cf. Théoreme

5.2.1):

Théoréme. Soit K une pseudovariété stratifiée simpliciale. Fizons D une perversité et q un entier. Le
compleze IT;’q(K) des formes différentielles d’intersection modérées calcule la cohomologie d’intersection
THZ(K;Qq). Lisomorphisme

(1) H(ITS(K)) = TH(K; Q)
est induit par l'intégration habituelle [ des formes différentielles sur des simplexes.

Historique. La premiere version a la de deRham de la cohomologie d’intersection de K nous la
trouvons dans le travail de Cheeger [6]. Les formes différentielles d’intersection sont celles de carré
intégrable, pour une certaine métrique riemannienne sur la partie reguliere de K. En fait, Brasselet,
Goresky et MacPherson ont établi dans [1] un lien direct entre la condition de permissibilité au niveau
des chaines de [9] et la condition de permissibilité au niveau des formes de [6]. Remarquons que le systeme
des coefficients est celui des coefficients réels.

Dans le cadre des espaces stratifiés, la notion de forme différentielle d’intersection est diie a Goresky
et MacPherson [3]. Pour exprimer la condition de permissibilité des formes on utilise un systeme de

voisinages tubulaires des strates singuliéres. Un autre point de vue est celui de [15], o pour mesurer la
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permissibilité des formes on fait appel & un éclatement de 'espace stratifié en question. Ici, a différence
des approches précédents, le Théoréme de deRham obtenu utilise I'intégration habituelle [ des formes

sur des simplexes.

Dans notre travail nous avons choisi ce dernier point de vue. La notion d’éclatement s’étend naturelle-
ment au cadre simplicial et c’est cet outil qui va nous permettre de travailler & coefficients modérés (en
éclatant les formes) et d’établir I'isomorphisme (1) par I'intermediaire de de l'intégration [. Le chemin
que nous suivons pour établir le Théoreme de deRham est parallele & celui utilisé dans le cas non stratifié.
Mais, pour y arriver, il y a un certain nombre de difficultés techniques, liées a la nature des stratifications,

que nous devons surmonter. Les deux principales sont les suivantes.

o Choizx de la triangulation. Une triangulation en drapeaux, qui fixe la structure simpliciale de K,
n’est pas assez fine pour établir le Théoreme de deRham que nous cherchons. On doit faire attention au
phénomene suivant.

Un point clé dans la démarche de [5] est la filtration du complexe simplicial C' par une suite

décroissante de sous-complexes simpliciaux

cC=C">C"1'>c"?2o...

(les squelettes), dont les complexes relatifs (C*, C*~1) sont décrits en fonction des i-simplexes de C. Ces
simplexes décrivent la structure locale de C, car C est acyclique. Mais la structure locale d’une pseudova-
riété stratifiée K n’est pas décrite simplement par les simplexes (K n’est pas acyclique pour I’homologie
d’intersection). Localement, nous trouvons des joints de la forme « * L,, ot « est un simplexe maximal
d’une strate et L, est 'entrelac de . Ainsi la triangulation fixée sur K doit tenir compte de ce fait.
Nous avons donc besoin de définir sur K une filtration F dont les complexes relatifs soient déterminés
par les joints « * L,. C’est chose faite avec le complexe résiduel £(K) de K que nous introduisons dans
ce travail: L£(K) est le sous-complexe de K déterminé par les simplexes qui rencotrent la derniére strate

de K en codimension strictement positive. Nous avons ainsi sur K la filtration F

K> L(K)D L*(K)D LK) D ---
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Malheureusement le complexe £(K) n’est pas une pseudovariété stratifiée simpliciale. Pour cette raison
nous introduisons la catégorie des complexes stratifiés, ou 'opérateur L est interne. Un complexe stratifié
est la donnée d’'un complexe simplicial K et d’une filtration de K par des sous-complexes simpliciaux
fermés

K:KnDKn—l:Kn—ZZZDKn—?)D"'DKODK—IZ(Z)a
ou pour chaque o € Kj; il existe 7 € K; de dimension i avec:
o<tT,0NK;,1<oc e oNK,_1=17NK;_1.

(Ici, < dénote “face de”). Cette condition demande une certaine homogénéité de chaque plongement
simplicial K;_1 C K;. Remarquons que la triangulation sous-jacente est en drapeaux.

Nous prouvons que toute pseudovariété stratifiée K posséde une triangulation qui fait de K un
complexe stratifié. La notion de complexe stratifié est d’ailleurs strictement plus fine que celle de pseudo-
variété stratifiée simpliciale.

Remarquons que chaque K;, avec K; # K;_1, n’est pas une variété simpliciale de dimension i mais
un complexe simplicial de dimension i. Cette approche surprend d’un point de vue purement ”homo-
logie d’intersection” ou les strates sont des variétés. Mais elle est naturelle si nous nous plagons dans
le cadre simplicial de [5]; 1a, le Théoreme de deRham est montré pour les complexes simpliciaux et non
seulement pour les variétés simpliciales. La définition d’homologie d’intersection s’étend naturellement
aux complexe stratifiés; bien sur, certaines propriétés de I’homologie d’intersection disparaissent dans le
passage pseudovariétés stratifiées - complexes stratifiés, nous pensons notamment a l’indépendance de la
stratification. Rétablir les propriétés basiques de I’homologie d’intersection dans ce nouveau cadre des

complexes stratifiés demande du travail supplémentaire.

o Intégration [. Toutes les formes différentielles d’intersection que I’on rencontre dans la litterature
sont définies sur la partie reguliere de K, ce qui empéche a priori I'intégration habituelle des formes sur
des simplexes et donc le Théoreme de deRham que nous cherchons. Pour palier a ¢a nous introduisons
la notion d’éclatément. L’éclaté K est obtenu a partir de K en remplacant chaque point singulier A

de K par son entrelac L4. En collapsant chaque L4 sur A nous obtenons ’éclatement pg: K — K.
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Considérons par exemple le simplexe standard A de dimension 2, de sommets Ag, A; et As dont le lieu
singulier soit {Ap}. L’éclatement de A est l'application: p : [0,1] x [0,1] — A définie par u(t,s) =
tAg + (1 —t)sA; + (1 — t)(1 — s)Az. Pour définir le complexe des formes différentielles d’intersection

modérées nous procédons en deux étapes.

1. Formes relevables. Un forme w définie sur la partie reguliere de K est relevable si elle s’éclate en

une forme & de K. Nous sommes donc dans le cadre de [5]. Dans l'’exemple précédent, la forme

t it _ t
0 dt1 + idto est relevable avec w; = tds, et la forme wy = L
1—1p (1 — t0)2

5 dt1 ne l'est

(1—to)
pas, car p*wg = %(—s dt + (1 —t)ds).

2. Degré vertical. Comme dans [15], la permissibilité d’une forme relevable w par rapport a une
strate K; est mesurée & l'aide de l'éclatement de K. Ainsi, le degré vertical ||w||; est le degré

de @ relativement aux fibres de px au dessus de K;. Dans 'exemple précédent, ||wi|lo = 1 car

Wi l=1 = ds.

Nous définissons les formes différentielles d’intersection modérées de K comme les formes relevables w,

avec w polynomiale modérée, verifiant la condition d’intersection:
max(||wl|s, [|[dwl;) <n —i—2 — p, 4, pour tout i.

Bien que ces formes différentielles d’intersection modérées soient définies sur la partie reguliere de K,
I'intégration [ est bien définie car elle se realise finalement sur K. Un certain travail est nécessaire pour
montrer qu’il est aussi un morphisme différentiel (formule de Stokes), car dans le passage K +— K des

nouvelles faces apparaissent. En effet, si w est une forme de K, relevable en une forme & de K , et & est

une chaine de K, relevable en une chaine §~ de K. , la formule de Stokes / dw = / w devient / _w=0.
3 o 9¢—0¢

Bien qu’en général 85 %+ 55’ , nous montrons que si w et £ sont d’intersection alors la restriction de @ a

05— 52, s’annule.

La démonstration du fait que [ induit un isomorphisme en cohomologie est faite comme d’habitude
en deux pas: d’abord localement dans chaque joint a % L, et aprés par induction en commencant par

I’élément le plus petit de la filtration F.
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L’organisation du travail est la suivante:

1. Complexes stratifés.

2. Cohomologie d’intersection.
3. Eclatement.

4. Cohomologie différentielle.

5. Théoreme de deRham.

Nous introduisons, dans la premiere section, le complexe stratifié comme une pseudovariété stratifiée
avec une “bonne” triangulation. Dans la deuxieme , nous étudions la cohomologie d’intersection d’un
complexe stratifié. Nous définissons ensuite I'éclatement d’un complexe stratifié, ce qui nous permet
d’introduire les formes d’intersection modérées dans la section 4. Dans la derniére section nous montrons
le résultat principal de ce travail: la cohomologie du complexe des formes d’intersection modérées est
isomorphe, par l'intégration habituelle, & la cohomologie modérée (voir [4] pour un autre point de vue).
Nous terminons en discutant I'indépendence du complexe des formes cubiques d’intersection par rapport
a la triangulation et la stratification choisies dans K ainsi comme en decrivant la dualité de Poincaré et

la formule de Kiinneth en termes du produit exterieur des formes.

1 Complexes stratifiés

La théorie de Sullivan-Cenkl-Porter se situe dans la catégorie des complexes simpliciaux alors qu’une
pseudovariété stratifiée est un objet de la categorie PL (voir [9] pour la définition précise). Il s’avere
donc nécessaire de fixer une triangulation (structure de complexe simplicial) dans chaque pseudovariété
stratifiée. Nous faisons ceci de fagon a préserver la structure locale des pseudovariétés stratifiées. La
triangulation en drapeaux de [13] n’est pas assez fine. Nous introduisons dans cette section la notion de
complexe stratifié, qui, elle, rend compte de la structure locale de la pseudovariété stratifiée. Pour les

notions relatées aux complexes simpliciaux nous nous referons a [14].
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1.1 Complexes stratifiés

Nous commencons en rappelant la définition de complexe cellulaire, notion qui englobe tous les complexes
qui apparaitrons dans ce travail: complexes simpliciaux, complexes cubiques, complexes prismatiques,
Ensuite nous introduisons les complexes stratifiés en deux temps: complexes filtrés et complexes

stratifés proprement dits.

1.1.1 Une cellule est un polyedre compact et convexe. Un complexe cellulaire K est une famille finie

de cellules, vérifiant les conditions suivantes:

(2) TeK,o<T=0€cK et

(3) r,oeK=1No<71,7TNo < 0.

Si pour un certain entier n on a:

(4) o€ K = il existe 7 € K de dimension n avec o < T,

on dira que K est de dimension n et on écrira n = dim K.

Par cohérence de notation on dira que ’ensemble vide est un complexe cellulaire de dimension —1.
Toute sous-famille X C K vérifiant (1) et (2) sera dite sous-complexe cellulaire de K. On posera
codimpi X la codimension de X dans K. Dans ce travail on fera ’abus de notation suivant: avec o on
designera également un cellule de K et le complexe cellulaire déterminé par ses faces.

Dans la suite nous trouverons principalement les complexes suivants:

e Complexes simpliciaux. Si les cellules sont de simplexes.

e Complexes cubiques. Si les cellules sont de cubes.

Et plus généralement les

e Complexes prismatiques. Si les cellules sont des prismes, ou un prisme est un produit fini

de simplexes. Nous considérerons toujours les coordonnées locales données par les coordonnées barycen-

triques des simplexes.



Cohomologie d’intersection modérée. Un Théoreme de deRham. 8

Une fleche f: K — K’ entre deux complexes cellulaires est cellulaire si elle envoie les cellules de K
sur les cellules de K’ et de facon différentiable. Nous dirons que f est un isomorphisme s’il est cellulaire

et si sa restriction a chaque cellule de K est un isomorphisme linéaire.

1.1.2 La premiere caractéristique d’une pseudovarieté stratifiée est ’existence d’un lieu singulier stratifié.
Nous transposons ceci au cas des complexes simpliciaux.
Une filtration simpliciale sur un complexe simplicial K de dimension n est une filtration de K par

des sous-complexes simpliciaux

K:KnDKn,1DKn,QD...DKoDKflz(D,

ou pour chaque i € {0,...,n}:

(5) ceK=0NnK;<o, et
(6) dimKi = i, si Ki 75 Ki—l‘

La premiere propriété équivaut a dire que la triangulation de K est en drapeaux. La deuxieme propriété
sort K du cadre de [13] (K; — K;—1 n’est pas ici forcement une variété), mais elle plus naturelle dans la
catégorie des complexes stratifiés, n’oblions que le Théoreme de de Rham de [5] a été prouvé pour les
complexes simpliciaux et pas seulement por les variétés simpliciales.

Remarquons que K, est nécessairement différent de K,,_1. Par la suite on désignera par K,, le plus
petit élément non vide de la filtration, c’est-a-dire K,, # K,,_1 = 0; nous dirons que m est le degré
minimal de K. La longueur de K, notée long(K), est la somme de m et du nombre d’indices i pour
lesquels K; # K;_1.

Un complexe filtré est la donnée d’un complexe simplicial K et d’une filtration simpliciale. Soit Y

un sous-complexe de K. Nous dirons que Y est un sous-complexe filtré si la filtration induite

Y=YNK,DYNK,.1D...0VYNKyDYNK_;1 =10

définit une structure de complexe filtré sur Y.
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1.1.3 Les propriétés locales d’un complexe filtré peuvent étre améliorées apres une subdivision convenable.
Ceci donne lieu & la notion de complexe stratifié.
Une filtration simpliciale est une bonne filtration simpliciale si pour chaque o € K; avec K; #

K;_1, il existe 7 € K; de dimension ¢ avec:

(7) c<T et oNK;_1=7NK,;_1.

Cette condition demande une certaine homogénéité de l'inclusion K; 1 C Kj;.
Un complexe stratifié est la donnée d’un complexe simplicial K et d’une bonne filtration simpliciale

vérifiant

(8) Kn—l - Kn—2~

Le sous-complexe ¥ = K,,_ est la partie singuliére de K [9]. Un sous-complexe filtré Y de K est un

sous-complexe stratifié si la filtration induite définit une structure de complexe stratifié sur Y.

Comme on ’avait annoncé au début de ce travail:

Proposition 1.1.4 Toute pseudovariété stratifiée posséde une triangulation qui en fait un complexe

stratifié.

Démonstration. Voir Section (1.3) L)

1.2 Décomposition d’un complexe stratifié K

Nous présentons dans cette section la décomposition d’'un complexe stratifié K, qui joue un role analogue

a celui de la décomposition par squelettes utilisée a [5]. Nous commengons par présenter les “morceaux”.

1.2.1 Pour chaque complexe filtré K et chaque simplexe a € K; — K;_1, i € {0,...,n}, I'entrelac

transversal de a est le complexe simplicial

Lo={fe K/axpe K et gnK,; =0}
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Rappelons que a * 5 est le plus petit simplexe de K contenant o et 3; il est naturelement identifé avec
{ta+(1—-t)b/aca, befette|0,1]}.

Le complexe résiduel du complexe filtré K est le complexe simplicial

LIK)={re€ K /dim(t NK,) <m},

c’est-a-dire, la famille des simplexes de K qui rencontrent le complexe K,,, dans le squelette de codimension
un. Les exemples de la page 11 illustrent ces notions.

Ces espaces jouissent des propriétés suivantes.

Proposition 1.2.2 Soit K un complexe stratifié. Le compleze résiduel L(K) et chaque entrelac trans-
versal Lo, sont des sous-complezes stratifiés de K. Ils vérifient

a) dim(L(K) N Ky,) =m —1,

b) dim(L(K)NK;) =14, sii#m et L(K)NK; #L(K)NK;—1,

c¢)dim(Lo,NK;)=i—dima—1, si LoNK; # Lo N K;_1,

d) long(L(K)) < long(K) et long(Lq) < long(K).

Démonstration Considérons d’abord le complexe résiduel £(K'). Distinguons deux cas. Si m = n alors
L(K) est le squelette de codimension un de K et le résultat est immédiat. Supposons m < n. Il est facile
de voir que L£(K) vérifie (2) et (3). Vérifions (7), ce qui implique (4) et (6). Soit 0 € L(K) N K; avec
LIK)NK; # LIK)NK;_.

Sii = m, degré minimal, le résultat est immédiat car L(K)NK,, est un complexe stratifié de dimension
m — 1 (le squelette de codimension un de Kp,).

Supposons i > m. Puisque K; vérifie (7), il existe 7 € K; de dimension i, avec 0 < 7 et 0 N K;_1 =
7N K;—1. 1l suffira donc de montrer que 7 est un élément de L(K). Pour cela rappelons l'inclusion
K,, C K;_1, qui implique: TN K,, = (TN K;,—1)N K, = (6 N K;—1) N K, = 0 N K, et donc 7 € L(K).
Puisque (5) et (8) découlent des propriétés analogues pour K, nous en déduisons que L(K) est un
complexe stratifié. Les calculs précédents montrent aussi les propriétés a) et b). Finalement, l'inégalité

long(L(K)) < long(K) provient du fait que la dimension de £(K) N K, est m — 1.
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La démarche de la démonstration est analogue pour un entrelac transversal L., ot o € K; — K;_1.
Montrons (1.3.2) et d). Soit 0 € L, N K; avec Ly N K; # Lo N K;—1. Remarquons 'inégalité ¢ > j + 1.
Ainsi a x v € K; et il existe donc v € K; de dimension i avec axo < yet yNK;—1 = (a*x0) N K;_1.
Puisque K; C K;—1 on a o = 7y N K et ainsi v = a * 7, pour un certain simplexe 7 avec 7 N K; = .
Nous pouvons donc affirmer que 7 est un simplexe de L, N K; de dimension i —dim«a — 1, avec 0 < 7 et

ocNK;_1 =7NK;_1. L’inégalité long(Ly) < long(K) provient du fait L, N K; = 0. &

1.2.3 Ces deux types de complexes sont un cas particulier d’une notion plus générale utilisée au long
de ce travail. Nous dirons que’un sous-complexe Y d’un complexe stratifié N est transversal (resp. £-
transversal) si, pour le cas YNN; # Y NN;_1 (resp. YNN; # Y NN;_ et i différent du degré minimal),
on a codimy (Y N N;) = codimy(N;); c’est-a-dire, si Y et N; se rencontrent en position générale. Par
conséquent, 'entrelac transversal est un sous-complexe transversal et le complexe résiduel est un sous-
complexe L-transversal.

L’exemple suivant montre que, si K est seulement un complexe filtré, le complexe résiduel et les
entrelacs transversaux peuvent ne pas étre de complexes filtrés. Apres un sous-division convenable le

complexe filtré devient stratifié ainsi que le complexe résiduel et les entrelacs transversaux.

Complexe filtré K L,
(6]

K=KsD>K D0 ,C(K) .

Complexe stratifié K’ L,

K =K;D>K; >0 @ L(K") ‘

1.2.4 Joint. Soit A un complexe simplicial de dimension ¢. Le joint A x K est le quotient A x K x [0, 1]
par la relation

(21, 22,0) ~ (27, 12,0) et (x1,22,1) ~ (21, 25,1).
Dans le cas particulier ou A est un point, on obtient le cone cK. Le joint A x K possede une structure

naturelle de complexe simplicial de dimension ¢ +n+1: {ax (5 / a € A, € K} (cf. [14, pag.23]). Il a
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aussi une structure naturelle de complexe filtré, donnée par la filtration:
AxK=AxK,DOA*xK, 1 DAxK, 2D...OA*xKy>ADAI.

Remarquons néamoins que le joint n’est pas un complexe stratifié: considérer o € K a (7).
Le complex résiduel du joint est donné par: L(Ax K) =K, si dimA =0, et LIAx K)=A"+ K, ou

on a écrit A’ le squelette de A de codimension un.

1.2.5 La comparaison entre les cohomologies d’intersection modérées simpliciale et différentielle est faite

en utilisant la décomposition de K:

(9) K =LE)U( (] (axLa))

OéEI’m

ou I,, est la famille des simplexes de K., de dimension m. On vérifie aussi la relation:

(10) LIK)N (| (@xLa)) = |J LlaxLa) = | (barxLa).

aEln, aEly, acly,

On remarquera que chaque « % L, est un sous-complexe transversale de K (cf. (1.2.2))

1.3 Pseudovariétés stratifiées versus complexes stratifiés.

Dans cette section nous prouvons la Proposition 1.1.4 qui assure ’existence d’une structure de complexe

stratifié sur une pseudovariété stratifiée donnée. Pour cela nous avons besoin de deux Lemmes.

Lemme 1.3.1 Soient K un complexe simplicial de dimension n et X un sous-complexe simplicial. Alors
il existe une subdivision K' de K vérifiant:
a) K= c (K" (=1 ¢t

b) pour chaque o € K' il existe 7 € K' , de dimension n, avecoc <7 etocNX =7NX.

Démonstration. Remarquons tout d’abord que grace a la condition a) on peut donc supposer que K est
un simplexe et que X est une face de K. Soient {By, ..., B} les sommets de X et {Ao, ..., A, Bo,..., B}

les sommets de K. On notera ceci par: K =< Ay, ..., A,;By,...,B; > et X =< By,...,B; >
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Faisons la démonstration par récurrence sur [. Sil = —1, i.e. X = (), il suffit de prendre K’ = K.
Supposons donc le résultat démontré pour les dimensions strictement inférieures a [. Considérons la
subdivision de K qui consiste a ajouter comme sommet le barycentre P de K. Dans ce nouveau complexe

simplicial les simplexes de dimension n sont de deux types:

o g, =< Ao,...,Aifl,P,Al#l,...,Ap;Bo,...,Bl >,i€{0,...,p}

o 7j =< AO,...,AP,P;B(),...,Bj_l,Bj+1,...,Bl >,j€{0,...,l}

Les simplexes ng, ..., n vérifient les conditions de I’hypothese de récurrence. Il existe donc des sub-
divisions respectives Sy, ..., S; vérifiant a) et b). Posons finalement K’ = Sy U...U S UggU...Ugp, ce
qui est bien défini d’apres a). Puisque chaque o, ..., e, vérifie a) il reste & montrer que, par exemple, ¢

vérifie b). Soit o une face de g¢. Il y a deux possibilités:

1. < By,...,B; >< 0. Posons 7 = gg € K'; il est de dimension n et vérifie 0 < T et TN X =<

By,...,B,>=o0nNX.

2. Il existe j € {0,...,1} avec B; € 0. Alors 0 < n;. Par hypothése de récurrence il existe 7 € S; , de

dimension n, avec o < Tet c N X Nn; =7NXNn;, cest-a-dire, c N X = 7N X. &

Lemme 1.3.2 Pour toute filtration simpliciale K = K, D K,—1 D ... D Ko D K_1 = 0 il existe une
subdivision K' < K pour laquelle la filtration induite K' = K}, D K, { D -+ D Ky D K/ | =0, est une

bonne filtration simpliciale.

Démonstration. Soit ¢ > 0 le plus grand entier pour lequel la filtration K; D K;_1 D ... D Ko D K_1 =
() soit une bonne filtration simpliciale. Nous allons construire une subdivision K’'<K telle que la filtration
induite K7, ; D K; D --- D Kjy D K| =0, soit une bonne filtration simpliciale. Une application réitérée
de cet argument termine la démonstration.

Soit K, ; < K;;1 la subdivision donnée par le Lemme précédent appliquée & X = K; C K;y1. La

filtration K; ; D K; D --- D Ko D K_1 = (), est bien définie (cf. (1.3.1 a))) et c’est une bonne
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filtration simpliciale (cf. (1.3.1 b))). Complétons la subdivision. D’apres [14, pag.32] , pour chaque
j€{i+2,...,p} il existe une subdivision K’ < K; avec K} ; C K} . Il suffit de considérer K' = K, O

1.3.3 Démonstration de la Proposition 1.1.4. Considérons sur K une filtration K = K,, D K,,_1 =
YD ...D> Ky D> K_1 = (), par des sous-complexes simpliciaux vérifiant 6. Elle devient simpliciale
apres subdivision barycentrique. Puisque toute filtration simpliciale reste telle apres subdivision, il suffit

d’appliquer le Lemme précédent pour avoir le résultat cherché. &

Dans le reste de ce travail, K sera un complexe stratifié de dimension n et de filtration K = K,, D

K, 1=Xx>...0KyD>K_;=0.

2 Cohomologie d’intersection

Nous introduisons et étudions dans cette section la cohomologie d’intersection d’un complexe stratifié K.
Nous présentons cette cohomologie du point de vue simplicial et non PL (cf. [13]).
On fixe pour la suite un anneau unitaire commutatif R comme systeme de coefficients.

2.1 Cohomologie d’intersection d’un complexe stratifié.

2.1.1 Une perversité p est une suite d’entiers (pa, ..., py) vérifiant py = 0 et pr < pr11 < pr + 1 pour

tout k € {2,...,n— 1}. Un simplexe o € K de dimension j est permis (ou p-permis) si:
(11) dim(cNK,—k) <j—k+pg
pour tout k € {2,...,n — 1}. On remarquera que si o est un simplexe permis alors o N 3 est dans le

squelette de codimension 2 de o.
Soit ¢ un simplexe de K et k le plus grand entier vérifiant o N K,,_p # 0. Supposons k # 0, i.e.

oNX # 0. Le simplexe o s’écrit sous la forme (3%, avec f = 0 N K, _j. D’apres (11) on a I’équivalence:

(12) o est p-permis <= dim7y > k — 1 — pi et v est p-permis.
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2.1.2 Le complexe des chaines simpliciales (a supports compacts) de K est noté C.(K;R), R
étant le systeme de coefficients. Un élément de C,(K;R) est donc une somme finie Y ;c; 705 , ol
r; € R et o; € K. L'opérateur bord habituel sera noté 9. Le complexe des cochaines simpliciales
de K est noté C*(K;R) = Hom(C.(K; R); R). On notera d l'opérateur dual de 0. La cohomologie de
(C*(K;R),d) est H*(K; R).

Une chaine ) ;705 est permise (ou p-permise) si chaque oy, avec r; # 0, est permis. On posera:
ICP(K; R) = {c € C.(K;R)/c et Oc sont des chaines permises },

c’est un sous-complexe différentiel de C,(K; R). Soit I CH(K; R) le complexe dual Hom(IC5(K; R); R).
L’homologie de (ICP(K; R), d) sera I’homologie d’intersection de K, notée TH?(K; R). La cohomo-
logie de (IC5(K; R),d) sera la cohomologie d’intersection de K, notée IH;(K;R). Observons que
tous ces complexes dépendent non seulement de K, mais aussi de la filtration de K. Remarquons aussi
que tout isomorphisme entre deux complexes stratifiés K et K’ (cf. (1.1.1)) induit un isomorphisme de
modules entre I’homologie (resp. la cohomologie) d’intersection de K et K’. Si K ne possede pas de
partie singuliere alors I HZ(K) est la cohomologie simpliciale habituelle H*(K).

Remarquons que les définitions précédentes ont encore un sens si K est un complexe filtré.

2.1.3 Considérons A une pseudovariété stratifiée et notons ZHP(A; R) I'homologie d’intersection définie
dans [9]. Fixons maintenant 7" une triangulation sur A qui en fait un complexe stratifié (1.1.4). D’apres
[13, Appendice] les modules THP(A; R) et THP(A; R) sont isomorphes; la fleche étant induite par 1'inclu-

sion linéaire de T' dans A. Dans la suite on identifiera TH?(A; R) et THP(A; R).

Entre la cohomologie d’intersection de K et celle des sous-complexes stratifiés de K il y a la relation

suivante.

Proposition 2.1.4 Soit Y un sous-complexe stratifié de K. Alors:
a) ICP(K;R)NC,(Y;R) = ICP(Y;R), si Y est transversal, et
b) ICP(K;R) N CL(L(K);R) = ICT(L(K); R), si L(K) nlest pas transversal et ¥ est la perversité

définie par:
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Dt sit<n—m+1
Ty = pt,1+1 stt=n—m-+1

Pn-m+1 stt>n—m+1.

Cette perversité sera appelée perversité résiduelle.

Démonstration. a) Soit o un simplexe de Y de dimension j et Y N K,,_ # Y N K,_;_1. La condition

(11) devient:

e dim(cNYNK,_x) <j—k+pr dans KNY, et

o dim(cNK,_i) <j—k+ pg, dans K.

Puisque c NY N K, = 0 N K,k et cody (Y N K,,_x) = k les deux conditions précédentes sont
équivalentes, d’ou le résultat.
b) On procede de la méme fagon en tenant compte des égalités: cody gy (L(K) N Ky) =n—m+1 et

j—(n—m)+pp—m=7—n—m+1)+rp,_ms1, pour le cas dim L(K) = n. &

Remarquons que les sous-complexes suivants de K vérifient la condition a): L, a * L, avec o € K;
le sous-complexe K de A x K. Pour le cas ou le complexe résiduel n’est pas transversal, nous avons eu
besoin d’introduire la notion de perversité résiduelle; en fait, la seule différence significative entre p et 7
se trouve dans les termes (n —m) et (n —m — 1), ce qui correspond au passage K,, — L(K)NK,,. Cette
méme siuation de changement de perversité dans le passage aux sous-complexes se trouve dans ([9, page
144]). Pour unifier la notation on posera 7 = p pour le cas ou L(K) est transversal.

En termes de cochaines le résultat précédent se traduit comme suit:

Proposition 2.1.5 La restriction des cochaines induit les applications:
a) ICH(K;R) — IC3(Y; R) si Y est transversal,

b) ICH(K; R) — ICE(L(K); R).
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2.2 Calcul de [H;(K, L(K); R).

Nous montrons dans la suite comment obtenir la cohomologie d’intersection de K a 'aide de la cohomo-
logie d’intersection de L(K) et de celle des « * L,, ot « parcourt la famille des simplexes de K dont la

dimension est égale au degré minimal.

Nous commengons avec un Lemme qui sera utile dans la suite. Rappelons que le support d’une
chaine ¢ € C.(K; R), noté &, est la réunion des simplexes dont les coefficients dans £ sont différents de

zéro.

Lemme 2.2.1 Soit £ une chaine de IC’f(K; R). Soit k le plus grand entier vérifiant ENK,_j # 0. Alors

& s’écrit de facon unique sous la forme:

(13) E=Y axya +¢&

ael
ou
a) & € ICP(K;R) avec € N Ky =0,
et pour chaque o € 1
b) o€ Knt, — Ky g1,
¢) Yo est une chaine non nulle de Icgkflfpk (Lo; R) + (ICEfl,pk (La; R)NO~1(0)),

d) a %y, € ICE(a % Lo; R).

Démonstration. Remarquons que la condition d) implique que & est un élément de [ cP (K;R) (cf.
(2.1.4)). D’autre part, ¢) implique d) (cf. (12)). 1l suffit donc de construire (13) vérifiant ' N K,,_ = 0,
b) et ¢).

La chaine £ s’écrit de facon unique sous la forme § = Y c;a * 7, + &, o ¢ est une chaine de
Cu(K;R) avec ¢ NK, =0, a € K, — Kj,_k_1 €t 7, est une chaine non nulle de Cy(Ly; R). 1l reste
donc & montrer ¢). Puisque § est permise, les chaines « * vy, sont permises; d’apres (12) chaque chaine

Yo est aussi permise et appartient & Csp_1—p, (La; R).
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Posons Iy = {a € I de dimension maximale } et I; son complémentaire. Le bord de § s’écrit, au signe

pres 06 = + Z a* 0V, * Z a* 0y, £ Z Oa * v, =+ Z Oa x v, £ 0& avec la convention 0 *
a€ly acl; acly acel;

- = 0. Remarquons que, d’aprés le choix de Iy, les termes a * 0v,, pour a € Iy, ne sont pas eliminés

dans I’écriture de 9¢. En raisonnant comme plus haut, on montre que, pour « € Iy, les chaines 07, sont

permises et appartiennent a C>y_1_p, (Lo; R). Ceci montre la propriété c) pour a € Ip. On termine la

démonstration en considérant la chaine {' = & — 3 o1 a * Ya. )

Une premiere conséquence de ce Lemme est la
Proposition 2.2.2 La restriction p: IC5(K; R) — ICZ(L(K); R) est un epimorphisme différentiel.

Démonstration. D’apres le Lemme précédent et (2.1.4) toute chaine £ € 1 C’f(K ; R) possede une et une
seule décomposition de la forme § =Y c; a* 7, +& ou & € ICI(L(K); R) et v, € IC?(Ly; R) pour
chaque « € I,. On définit une section S de la restriction en posant S(F)(§) = F(&1). La restriction p
commute avec les différentielles. &
2.2.3 Désignons par IC;(K, L(K); R) le noyau de la restriction IC3(K;R) — IC7(L(K); R) et par

TH3 (K, L(K); R) la cohomologie correspondante. On a la suite exacte
0 — IC5(K,L(K); R) — IC5(K; R) — IC;(L(K); R) — 0
qui donne lieu a la suite exacte de la paire (K, L(K))
- = TH N (L(K); R) — THY(K,L(K); R) — IHY(K; R) — THL(L(K); R) — -+
Si Ko # 0 le complexe résiduel est la réunion des cones cL, , a € Ky. On trouve donc la relation

THX(K,L(K);R) = || IHj(o* Lo, Lo = L(o x La); R).
acKyp

Notre objectif est d’étendre cette relation au cas général.
Soit A le simplexe standard de dimension I. Rappelons que A désigne le bord de A considéré comme
complexe simplicial. Le complexe dA *x K est justement le complexe résiduel de A x K. Pour [ = 0 on

posera 0A x K = K. Le résultat principal de cette section s’enonce:
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Proposition 2.2.4 La restriction des cochaines induit un isomorphisme

THX(K,L(K);R) = [] IHz(o* Lo, 60 % Lo R),

OéEIm

ot I, est I’ensemble des simplexes de K,, de dimension mazimale m.

Démonstration. Remarquons que le module IC3(K, L(K); R) est isomorphe au module quotient

Hom(ICE(K;R) / ICI(L(K);R); R). 1l suffira donc de prouver que linclusion de complexes induit

. . . . ICP(K;R) ICE(a* La; R)
un isomorphisme au niveau de quotients: T LK) R) o @ 107 (60 + Lo R)
* ’ a€ln, * Q)

2.2.1 a k =n — m. Toute chaine £ € IC’E(K; R) s’écrit donc sous la forme:

Appliquons le Lemme

(14) £E= Z a*xy, + & avec ¢ = Z Bxys + &

ac€ly, BEKm—Im

ol Yo € ICE(Lo; R), avxyq € ICE (axLy; R) et & € ICP(K; R) avec dim(£” N K,,) < m. Cette dernitre
condition implique que &’ est une chaine de ICL(L(K); R) (cf. (2.1.4)). Par conséquent on a 1'égalité:

ICP(K;R)= Y ICP(a*La;R) + ICI(L(K);R). Ainsi
acln,
ICY(K;R) 5 ICY (o * Lai R) + ICT(L(K); R)
ICI(L(K); R) ICH(L(K); R) ’

Z ICP(a* Ly R)
a€ly,
> ICP(a* Lo; R)NICI(L(K); R
acly,
o % Ly nous avons ICY(a % Lo; R) N ICT(L(K); R) = ICT(L(8cx % Lo; R) (cf. (2.1.4)). Le quotient
Z ICP(a* Ly R)

. Puisque da * L, est le complexe résiduel de

qui est isomorphe a

ICY (% Lo R)

;s . €lm . . s -
précédent devient — — qui n’est rien d’autre que — . Il est aisé de
> ICI(bax Lo; R), a@?m ICI(0a * La; R)
aEIm
voir que 'isomorphisme est donné par I'inclusion. &

2.3 Lemme de Poincaré

Le complexe A x K, ou A est le simplexe standard de dimension [, est un complexe filtré de dimension
n+1+1. Dans ce paragraphe nous calculons I H; (A x K; R) a partir de IH;(K; R). C'est le calcul local

caractéristique de la cohomologie d’intersection, qui joue le role du Lemme de Poincaré de [18].
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Nous commencons par décrire les éléments de ICF(A x K; R) a D’aide des éléments de IC?(K; R). Le

complexe tronqué de K (cf. [10, pag.93]) est le complexe différentiel:

TCI(K;R)= @ ICP(K;R)® (ICh (K;R)nad~(0)).

N—Pn+1
J>Nn—ppi1

En appliquant (2.2.1) pour k = n + 1, toute chaine £ € IC?(A « K; R) s’écrit de fagon unique sous la

forme:
(15) fzza*’}/a-i-f,,
a€A
ol 74 € TCP(K;R) et & € ICP(K; R).
Lemme 2.3.1 L’application
- ICP(A+ K;R
(16) O (A R) © rCP(K: R) — 1O B G R)

ICP(K;R)
définie par linéarité & partir de f(a® ) = [ax ] (classe de ax(3), « € A et B € K est un isomor-

phisme différentiel de degré +1.

Démonstration. D’apres (12) le simplexe a3 est permis, I’application f est donc bien définie. L’inverse
est donnée par f71(€) = @yen(@®74) (cf. (15)). T suffit de montrer que f commute avec la différentielle;
puisque dim 3 > 0 (n — pp41 > 1) il faut distinguer deux cas d’apres la dimension de a:
e Soit dima > 0, alors f(d(a®p)) = f(0a®@ B+ (—1)1me"la®0B3) = [Daxf+ (—1)1melax 93] =
[8(axB)] = 8f (@), ot D désigne la différentielle induite par d sur le quotient IC? (A% K; R)/IC?(K; R).
e Soit dima = 0, alors f(9(a ® B)) = f((—1)dmoe—la ® 9p) = [(—1)4me—lax 93] =
[ B+ (=D tax0p] = [0(a )] = 0f(a ® B). s
2.3.2 Remarquons que le dual de TCP(A  K; R)/ICE(K; R) est naturellement isomorphe & I CH(A *

K, K;R). En appliquant le foncteur Hom a (16) et en tenant compte de ([17, pag.245]) et du fait que

C«(A; R) est libre, on a I'isomorphisme différentiel de degré -1:

Hom(f) : IC5(A* K, K; R) — C*(A; R) ® Hom(tCP(K; R); R).



Cohomologie d’intersection modérée. Un Théoreme de deRham. 21

Puisque le simplexe A est contractile, la cohomologie du produit tensoriel est isomorphe a

H*(Hom(tCY(K; R); R) (cf. [17, pag.230]). Ainsi, I'application

g*: H*(Hom(rC?(K; R); R) — IH: ' (A% K,K; R)

0 si dima # 0
définie a partir de g(F)(Ja x v4]) = est un isomorphisme de modules. On est

F(vq) si dima=0

finalement arrivé a la

Proposition 2.3.3 L’inclusion K C A x K induit [’isomorphisme de modules

, THYK;R) sii<n—1-pn
THi(A * K; R) =

0 §6 1 >N — Pptl

Démonstration. Puisque L---L (Ax K) = K (cf. (1.2.4)) et en tenant compte de (2.2.2), on a la

1+1 - fois
suite exacte:

(17) OHIC%(A*K,K;R)HIO%(A*K;R)HIC%(K;R)—>0.
Elle a une section donnée par S(F)(§ = Y pen @ * Yo + &) = F(¢'). En utilisant I'isomorphisme g*, le

connectant de cette suite devient la restriction I H(K; R) — H*(Hom(7CP).(K; R); R). Pour terminer

il suffit de remarquer que la restriction induit I’isomorphisme:

) B 0 sit < n— ppy1
H'(Hom(tC?(K;R); R) =
IH%(K;R) sii>n—ppii,

puis d’écrire la suite exacte longue associée a (17). s

3 Eclatement

Dans cette section nous introduisons 'éclaté K du complexe stratifié K. C’est un complexe prismatique
a bord obtenu a partir de K en remplacant chaque point de 3 par son entrelac transversal. Cette notion

correspond a la résolution des singularités de [19] et au déplissage simplicial de [2]. A l'aide de cet
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outil nous définissons dans la section suivante les formes d’intersection modérées; elles sont des formes

différentielles de K — ¥ qui deviennent des formes globales sur 1éclaté K.

Nous commencons par ’étude locale de 1’éclatement.

3.1 Eclatement local

La filtration de K induit sur chaque simplexe o une filtration par faces. L’éclatement de o (éclatement
local) consiste a remplacer chaque point singulier par (I’éclatement de) son entrelac transversal. L’objet

ainsi construit est un prisme.

Dans (1.2.4) on a défini le cone d’un simplexe o € K comme étant le quotient o x [0,1]/0 x {0};
nous noterons [z, t] un élément générique du cone et s son sommet [x,0]. Pour éviter toute confusion, on
posera co = s si o0 = ().

Fixons pour la suite un simplexe o0 € K — ..

3.1.1 Rappelons que la trace de chaque K; sur o est une face de o (cf. (5)). Pour chaque i € {0,...,n},
notons o; la face de o N K; opposée a o N K;_1, c’est-a-dire, c N K; = 0 N K;_1 * 0;. Pour éviter un
traitement particulier du cas o; = () (ce qui arrive pour i = n — 1) on adoptera la convention () x — = —.
On obtient ainsi: ¢ = og * 01 * - -+ % 01 * Oy, que 'on appelle décomposition induite de o. La face

o N3 est la face singuliére de o. La face 0,, qui est non vide si o ¢ X, est la face réguliére de o;

c’est en fait, la plus grande face de o incluse dans K — X..

L’éclaté de o est le prisme 6 = cog X co1 X «++ X co,_1 X Oy, €t 1’éclatement de o est I'application

Lo+ 0 — o définie par:

,ug([xo,t()], ey [xn_l,tn_l],mn) =

toxo+ (1 —to)tizy +---+ (1 —t0) - (1 —tp—2)tn_1xn + (L —to) -+ (1 — tp—1)zn.

Voyons trois exemples, dont le troisieme avec deux strates singulieres.
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O =00 *01 (}ZCUoXUl
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L’application pu, est cellulaire: soient (d;,s;) les coordonnées barycentriques de [z;,t;] € cA;, i €
{0,...,n — 1}, et @, les coordonnées barycentriques de z, € A,, alors celles de p([zo,%0],-..,
[Tn—1,tn—1], xyn) sont (do, Sod1,...,S0" - Sn—1dy); 'application u, envoie bien les faces de A sur les faces
de A de facon différentiable.

La restriction de p, & & — p, 1 () (ouvert dense de &) est un difféomorphisme sur o — . Si x est
un point de o;, avec i # n, son image réciproque est isomorphe au prisme co;11 X -+ X COp_1 X Op,
c’est-a-dire, I’éclaté du “entrelac transversal” o;11 % -+ % op,_1 * 0, de x dans o.

Bien plus, toute face 7 de o admet un éclaté 7. Si 7 n’est pas incluse dans la partie singuliere de K

(i.e. 7, #Z0), alors T = c19 X -+ X ¢Tp—1 X T, est un face de & = cog X + -+ X cop_1 X Op.
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3.1.2 Bord. Le processus d’éclatement fait apparaitre de nouvelles faces dans le bord de o. Nous
décrivons maintenant la relation entre ’éclaté du bord et le bord de ’éclaté. Pour simplifier la situation

nous nous plagerons dans I'hypothese

(18) cod,(c NX) > 2;

c’est avec ce type de simplexes que nous travaillerons dans la section 5.

Soient F' une face de codimension un de ¢ et C = u(F), la correspondante de o. Il y a trois types:

(a.l) F=cogXx -+ Xcoj_1 X cF; X cojp1 X -+ X cop_1 X 0, OU F; est
une face de codimension un de o;,
(a.2) F =coyg X+ Xcop_1 X Fy,, ou F, est une face de codimension un
de o,,
(b) F=cogx--Xcoj_1 X (0; x{1}) X cojy1 X -+ X cOp_1 X Op.
Lorsque F' parcourt les faces de type (a.1) et (a.2) on vérifie aisément que C' parcourt les faces de
codimension un de F'. Pour le troisieme type on voit que C est la face og*- - -x0; = 0N K;. On remarquera
que dans ce cas la restriction de p & F' est la projection canonique de F' sur cog X - - - X co;—1 X 0; composée

aveC [lgyx---x0;; €0 particulier, la restriction de p a l'intérieur de F' est une submersion sur l'intérieur de
C.
Considérons sur ¢ l'orientation qui fait de g un morphisme préservant l'orientation (comme p est un

difféomorphisme a l'intérieur de &, c’est toujours possible !). Nous écrivons donc les bords orientés 0o et

OJo en tenant compte de 'orientation induite. D’apres les observations précédentes, on a la relation

(19) 05 = B + o

olt 9o est la chaine constituée par les éclatements des faces de codimension un de o (cf. (18)) et 9y est
la chaine formée par les faces de o de type (b). On remarquera en particulier que I’éclatement du bord

Oo ne coincide pas avec le bord de I’éclatement de o.
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3.2 Eclatement de K

L’éclatement de K consiste a remplacer chaque simplexe de K de dimension n par son éclaté local.

L’objet ainsi construit est un complexe prismatique. Passons aux définitions précises.

3.2.1 L’éclaté de K, noté K , est la réunion des faces de &, ou o est un simplexe de dimension n de

K — 3, c’est-a-~dire:
K = J{n <5/ aveco € K — K=y,

ou “<” indique “face de”. L’éclatement de K est 'application u = pg : K — K définie par
pw(z) = po(z), siz € o pour o € K — X.

D’apres la construction de p,, cette application est bien définie.

L’application p est cellulaire. La restriction de p & K — = () (ouvert dense de K) est un homéomor-
phisme sur K — X.

L’éclaté du tore pincé (cf. [9]):

est le cylindre

Plus généralement, si la dimension du lieu singulier X est 0, ’éclaté K est construit de la facon suivante.
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Considérons C(X, K) le complement simplicial de ¥ dans K (cf. [14]). L’éclaté de K est la somme

amalgamée

?:C(E,K)H(H L, x [o,1]>/~

ZEX

oux ~ (z,1) si x € L, avec z € X. La structure prismatique de K est définie naturellement & partir de

la structure simpliciale de K. L’éclatement px est défini par

) z sizeC(3,K)

puc () =
tr+(1—1t)z siz=(x,t) €L, x[0,1], z € X.

On consideérera dans la suite le complexe prismatique auxiliaire P = ¢K X --- X ¢K x K. Remarquons
S
n fois

que K est inclus naturellement dans P.

Comme on 1’avait annoncé

Proposition 3.2.2 L’ensemble K est un sous-complezxe prismatique de P de dimension n.

Démonstration. Il suffit de vérifier les conditions (2), (3) et (4). La premiére et la troisitme découlent

directement de la définition. Pour la deuxiéme nous remarquons que P est un complexe prismatique. &

La relation entre I’éclatement d’un sous-complexe de K et K lui-méme est donnée par la

Proposition 3.2.3 Soit Y un sous-complexe stratifié non inclus dans la partie singuliére de K. Alors
il existe une et une seule injection ¢ : Y — K telle que gt = Wy et v soit un isomorphisme sur le

sous-complexe prismatique (YY) de K.

Démonstration. Soit 7 € Y; — Y;_1, avec | = dimY. Nous avons deux décompositions de 7: 7 =
Tig % -+ % Tj_, %7, dans Y, et 7 = 79 * - - - % 7, dans K, avec: {ig,...4} C{0,....,n}, iy =n (1 € X) et
7; =0 sij ¢ {io,...,u}. Les éclatements respectifs sont naturellement isomorphes car: 7(dans K) =

T(dans Y') x {sommet de c¢f} x --- x {sommet de ¢} . L’application ¢ ainsi construite est injective, est

(n—1)-fois
un isomorphisme sur un sous-complexe de K et vérifie la relation pxe = py. L’unicité provient du fait

que g possede une inverse sur K — ¥ et du fait que Y — ¥ est un sous-ensemble dense de Y. &
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Pour éviter des complications techniques, on identifiera Y evec z(f’) et on dira que Y est un sous-
complexe prismatique de K. Avec cette méme identification on remarquera que 'on a K=K , si la

partie singuliere de K est vide.

3.2.4 Pour le joint A x K (cf. (1.2.4)) I'éclaté est le prisme cA x K et Péclatement est Iapplication
pask : €A x K — A x K définie par pasx ([z,t],y) = to 4+ (1 — t)u(y).

La décomposition de K (cf. (9)) induit la décomposition suivante de K en sous-complexes prisma-
tiques:

K=LE)U( ] (@*La), avec LE)N(|J (@*La))= |J Lla*La)

aclnm, acly, acly,

3.3 Reléevement de X

Dans I’éclatement de K, chacun des K; de ¥ devient une face de K , ces faces sont en position générale.

Ceci est traité dans ce paragraphe.

3.3.1 Remarquons que si ¢ est un simplexe de K alors, pour i entre 0 et n — 1, 'image réciproque
p~ (0N K;) est la réunion des cog X - - - X coj_1 % (05 x{1}) X cojp1 X+ X cop_1 X 0y, pour j entre 0 et 3;
c’est la réunion de i+1 faces de codimension un en position générale. Ainsi, pour chaque i € {0,...,n—1}

on posera
Ki= U{n <eog X o X coio1 X (05 X {1}) X coip1 X -+ X cop_1 X op | 0 € K — KDY,

que lon appelera i-face de K (cf. [19]). Dans le cas ou K n’a pas de bord, le complexe K est a bord et

son bord est constitué par les i-faces, d’ou la définition.

Proposition 3.3.2 Les faces de K vérifient les propri¢tés suivantes:
a) chaque face non vide est un sous-complexe prismatique de codimension un,
b) les faces se trouvent en position générale,
¢) p envoie K; sur K, et

d) p K — Kio1) = Ki —Uj; Kj.

Démonstration. La démonstration de a) est évidente. Pour b) il suffit de remarquer ’égalité
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cog X -+ X coi—1 X (0 X {1}) X €ojqp1 X -+ X cOp_1 X 0y N
cog X -+ X coj_1 X (05 X {1}) X cojp1 X -+ X COp1 X O =

cog X -+ X coi—1 X (03 X {1}) X cojp1 X -+ x 01 X (05 x {1}) X cojy1 X -++ X €Op_1 X Oy

pour i < j. Pour c) on la relation pu(cogx- - -xco;_1 X (0; X {1}) X COjp1 X"+ XCOp_1 XTp) = Op%- - -%0_1%0;.

Finalement, pour d) il faut tenir compte de 1’égalité p=' (o N K;) = Ujei o N K. &

Remarquons que les définitions précédentes ont encore un sens si K est un complexe filtré. La relation

entre les faces de K et les éclatements des sous-complexes de K est donnée par la

Proposition 3.3.3 Soit Y un sous-complexe stratifié de K mnon inclus dans la partie singuliére. Si

YNK; #YNKi 1 alors Y; =Y NK;, ot j =dimY N K.

Démonstration. Il suffit de remarquer que (avec les notations de (3.2.3)) si 7 € ¥; — Y;_; alors nous

avons T;; = T;. &

3.4 Complexe de Cenkl-Porter

Dans [5] Cenkl et Porter ont montré comment calculer la cohomologie moderée d’un complexe simplicial
a 'aide de formes différentielles. Pour cela ils ont introduit la “cubication” d’un complexe simplicial,

notion que nous rappelons et étendons a ’éclaté d’un complexe stratifié.

3.4.1 La cubication de A, simplexe standard de dimension [, est un procédé qui décompose A en un
complexe cubique formé de [ + 1 cubes de dimension [. Ces cubes s’appuient dans les sommets de la

décomposition barycentrique de A.

La cubication de Cenkl-Porter (en abrégé cubication) de A, notée A, est définie par induction
sur [. Pour | = 0, on posera A, = A. Pour le cas général fixons S une face de codimension un de A
et s le sommet opposé. Le simplexe A est le cone ¢S, ou on a identifé S avec S x {1}. Par hypothese

i=l—1

de récurrence nous avons décomposé S en [ cubes {C;};—; . La cubication de A est constituée par les

cubes de dimension [ suivants:
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e le cube engendré par les sommets { P, . .., Pgil_l,Qf), ce Qéz_1} ,pouri € {0,...,1—1}, o0 {F;,...,
P;l,l} est ’ensemble des sommets de C; et Q; est le barycentre de {face dont le barycentre est

' : -1
Pi} «{s}, pour j € {0,...,2"7 "}, et

e le cube g engendré par {Q}/i € {0,...,1—-1}, j€ {0,...,213} U {s}.

On remarquera que la famille des cubes de la cubication A, qui rencontrent S est un complexe cubique

isomorphe a S, x [0,1]. Le complexe A, se décompose ainsi en deux parties:

(20) Ay = (55 x[0,1]) U O

dont l'intersection est S, x {0}.

z x {0} cubication de ¢S

z x [0, 1]

SD
z x {1}

Puisque la cubication ainsi définie est compatible avec les faces (la restriction de la cubication a une
face de A est la cubication de la face en question), nous pouvons ’étendre aux complexes simpliciaux.
Ainsi, la cubication d’'un complexe simplicial K de dimension n, notée K, est le complexe cubique de

dimension n obtenu par cubication des simplexes de K.

3.4.2 Soit Il = 0¢ X --- X 0, un prisme. La cubication de II, notée II, est le complexe cubique obtenu
comme produit de (o9)_,...,(0p)_ . Bien str, si Il est un simplexe alors cette notion de cubication
coincide avec la précédente.

Comme dans le cas des simplexes nous pouvons étendre la notion de cubication aux complexes prisma-

tiques. La cubication d’un complexe prismatique P de dimension n, notée P_, est le complexe cubique
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de dimension n obtenu par cubication des prismes de P.

Cette construction va étre utilisée dans ce travail sur les complexes stratifiés par I'intermediaire des
éclatés. Ansi, on associera a chaque complexe stratifié K son éclaté K , qui sera cubiqué pour obtenir
K. Prenons par exemple le joint A K (cf. (1.2.4)); son éclaté est le produit cA x K dont la cubication

se décompose en deux parties (cf. (20)):

(21) Ax K, = (A, x[0,1]xK,) U (O, x K,)

A

dont I'intersection est A, x {0} x K.

3.5 Effet de la cubication sur K

La cubication de I’éclatement induit sur le complexe K la décomposition K = {u(c)/c € &, avec o €
K-K ("*1)}. Nous montrons dans ce paragraphe que K est un complexe cellulaire.
Nous commengons par décrire p(co X -+ X ¢,) pour ¢g X -+ X ¢, € 5. Pour cela on pose [¢,] = ¢,

et, pour tout ¢ € {0,...,n — 1}, on définit la cellule [c;, ..., ¢,] par (cf. (20)):

¢ X [eiv1,... en] st N (o x {1}) =90,

[cis- . en] = zi X c[Cix1, ... cn] sl =z x[0,1],
Zi si ¢ = 2z x {1}.
Lemme 3.5.1 Les faces de la cellule [c;, . . ., cp], aveci € {0,...,n}, sont les sous-ensembles de la forme
Ici,....cn], ot chaque ¢; est une face de c;.

Démonstration. Pour i = n et pour ¢; = z; x {1} le résultat est évident. Pour les autres cas on procede

par induction en distinguant encore deux cas. Si ¢; N (o; x {1}) =0 on a:

face de [cj, ..., cn] = (face de ¢;) x (face de [cit1,-..,cn])

et le résultat découle de I'hypothese de r’ecurrence.

(face de z;) x c(face de [cit1,-..,cn])
Sic; = z x [0,1] alors on a: face de [¢;,...,c,] = et

(face de z;) x {1} x (face de [¢it1,...,cn])

le résultat découle de I'hypothese de récurrence et du fait que z; x {1} est une face de c,. s
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La relation de [¢;, ..., c,] avec u(co X -+ X ¢,) est décrite par:

Lemme 3.5.2 La cellule [co,. .., c,] est homéomorphe a p(co X -+ X ¢y).

Démonstration. L’image pu(co X -+ X ¢,) est le quotient du produit ¢ X - -+ X ¢, par la relation:

(0.« i1, (Yi X {1}),Tig1, -y @) ~ (@0« oy Tie1, (Y X {1}), 241, ..., 2'0),

ouzj,2'j € ¢, yi € z, pour j €{0,...,i —1,i+1,...,n}, et i € {0,...n — 1}. Distinguons maintenant

trois cas.
co X (1 X -+ X/ ~) sicogn(ogx{1}) =0,
Co X+ X Cpf = zo X c(ep X -+ X e/ ~) sty =z x[0,1],
zo X {1} sicop =z x {1}.
On termine a I'aide d’un argument de récurrence. )

On arrive finalement a la

Proposition 3.5.3 La famille K est un compleze cellulaire. L’ application e %D — K est cellulaire.

Démonstration. Montrons d’abord que K vérifie les conditions de (1.1.1)). La premiére découle de
(3.5.2). Pour la deuxiéme considérons ¢ = c¢o X -+ - X ¢, et ¢ = ¢y x -+ - x ¢}, deux cubes de K, et montrons
que lintersection pu(c) N p(c’) est une face de p(c) (cf. (3.5.1)). Pour cela il suffit de remarquer I’égalité
ple)Np(d) =plcoNey X - XNl X cipq X -+ X ¢,) ol ¢ est le plus petit entier tel que pu(c) C K; et
wu(c) ¢ K;—1. La troisieme est immédiate.

Finalement, 'application p est cellulaire par construction (cf. (3.2.1)). )

On notera . le sous-complexe de K constitué par les simplexes inclus dans 3.

4 Cohomologie différentielle

Nous introduisons et étudions dans cette section le complexe des formes différentielles d’intersection

modérées T T;‘q(K ) qui va calculer la cohomologie d’intersection modérée IH;(K,(Q,). En suivant la
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philosophie de [3], une forme différentielle d’intersection w doit étre définie sur la partie réguliere de K.
Ce fait empéche a priori I'intégration de w sur les chaines de I CIL’;(K ,Qq). D’autre part, il n’est pas claire
comment donner un sens a la “modération” de w. C’est pour résoudre ces deux questions que nous avons
introduit la notion d’éclatement.

Une forme différentielle d’intersection w est avant tout une forme différentielle sur K — 3 qui se releve
en une forme différentielle w de IN(D. La “perversité” de w est lue dans le comportement de @ dans la
partie ajoutée dans le passage K — K (i.e. p'(%)). La modération de w est interpretée comme la

modération de K dans la cubication de K, 5, Ce qui a un sens car K est définie globalement sur K.

4.1 Formes différentielles

Nous commencons par rappeler la notion de forme différentielle sur un complexe cellulaire. Ensuite nous

introduisons les notions de forme modérée et de forme d’intersection.

4.1.1 Etant donné un complexe cellulaire D, on notera *(D) le complexe des formes différentielles
de D. Un élément de Q2*(D) est une famille (wy)sep, ou chaque w, est une forme différentielle sur o,
vérifiant la condition de compatibilité suivante: w, = w; sur 7 N o (plus précisement, tjw, = thw, ou
11:0NT — et iy:oNT — 7 sont les inclusions). On définit la différentielle d : Q*(D) — Q*1(D) par:
d(ws)oep = (dwy)sep. Remarquons que si w = (wy)eep €t 1 = (15)sep sont deux formes différentielles
sur D, alors le produit w A n = (ws A Ng)oep €t la somme w + 1 = (wy + 15 )sep sont aussi deux formes

différentielles sur D.

Soit D’ un sous-complexe cellulaire de D, considéré comme plongé dans IRY. Une forme différen-
tielle sur D — D’ est une famille (w,),ep_pr 01 chaque w, est une forme différentielle sur un ouvert de
IRN contenant o — D' et vérifiant les mémes conditions de compatibilité que précédement. On désigne

par Q*(D — D') la famille de ces formes, c’est aussi une algebre différentielle.

4.1.2 Complexe de deRham modéré (cf. [5]). Chaque monoéme
z]t -~-x;’j(dx1)51 A A (daj)™,

ot g; € {0,1} et v; est un entier non négatif, est une forme différentielle sur [0, 1]7. L’entier max{e; + v;}
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est le poids du monéme. On écrira T5([0, 1)) le module, sur 'anneau Z des entiers, engendré par tous

les monomes w de poids inférieur ou égal & g et de degré deg(w) = p = €1 + -+ +¢;. Les éléments du
11 1

Qq == Z[i’ 37 ey 5]—m0dule

TP4(]0,19) = 740, 1) ®z Qq

sont les formes modérées sur [0,1]7 de type (p,q). Le Q;module T%9(C) des formes modérées sur le
complexe cubique C est une famille des modules 7%9(c) des formes modérées du type (x,q), sur tous les
cubes ¢ de C, vérifiant les conditions de compatibilité.

Les modules T%*(C) possedent les propriétés suivantes:

(i) T*9(C) — T*9%1(C) est une injection,

(i) TP9(C) @ TP 4 (C) L TPH#4+4 (C) est un produit commutatif; a A b = (—1)desadesbp A ¢

(iii) d : TP9(C) — TP*19(C) est induite par la différentielle sur chaque cube.

On dira que T%*(C) est le complexe des formes modérées de C. Le complexe T%9(C) est un

sous-module différentiel de Q*(C) et T**(C) = U, T™*(C) est un sous-complexe différentiel de Q*(C).

4.1.3 Formes relevables. Considérons un élément ¢ de la cubication fm de Cenkl-Porter de K .
Rappelons que pu(c) est une cellulee de K. Supposons que cette cellule n’est pas incluse dans X. On
dira qu'une forme différentielle w sur p(c) — 3 est relevable s'il existe une forme différentielle & sur ¢
telle que @ = p*w sur ¢ — p~ 1 (X). La forme p*w est bien définie car p est différentiable. La forme @,
appelée relevé de w, est unique car ¢ — u~!(X) est dense dans c¢. On remarquera les relations: dw = dw,
WEn=0+netwAn=00AT.

Voyons sur un exemple qu’il existe des formes non relevables. Considérons le simplexe standard

A de dimension 2, de sommets Ay, A; et As. Soit ¥ = {Ap}. L’éclatement de A est 'application:

(3]
1— 1o

w:[0,1] x [0,1] — A définie par pu(t,s) = tAg+ (1 —t)sA; + (1 —t)(1 — s)Az. Soient wy = dty

t

ﬁdtl deux formes sur A — {Ap}. La premiere est relevable la deuxiéme ne ’est pas, car:
— 00

[rwy = 8(75 dt + (1 _ t) ds) et prwy = %t(—s dt + (1 — t) ds).

et wy =

Globalement, nous dirons quune forme w = (wy()) € Q*(K — E) est une forme relevable s’il existe

w = (@) € Q*(K,) telle que chaque @, est le relevé de w Remarquons que si X = () alors toute forme

w(e):
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sur K = K_ est relevable.

4.1.4 Formes d’intersection. Le degré de “perversité” d’une forme relevable w est mesuré par le
comportement de w dans la partie ajoutée dans le passage K < éclaté de K: les i-faces de K. Nous
décrivons maintenant cette situation.

Etant donnée une forme différentielle w sur ¢ nous définissons son i-degré vertical ||w||; comme

étant:
min{j € N / &(vo,...,vj,—) =0
pour toute famille vy, ...,v; de vecteurs de c tangents aux fibres de
Par convention on posera ||0]|; = —oo. Remarquons les inégalités: |lw1 + walli < maz(||lwil|s, ||wa]|i) et

[lwi Awslli < w1l + [Jw2]li- Clest avec cette notion de degré que nous décidons de la “permissibilité”

des formes différentielles (cf. [3, pag.10],[2]).

Nous dirons qu’une forme différentielle w est permise (ou p-permise) si pour chaque i € {2,...,n}
on a:
(22) llwlli <n—i—2—py_.

La forme w est d’intersection (ou de p-intersection) si les formes w et dw sont permises.

La permissibilité d’un forme différentielle de ¢ dépend du complexe K de la facon suivante.

Lemme 4.1.5 Soient Y un sous-complexe stratifié de K, non inclus dans la partie singuliére de 3, et ¢
un cube de Y. Pour toute forme différentielle w sur c on a:
a) w est p-permise (dans Y ) < w est p-permise (dans K ), si'Y est transversal,

b) w est F-permise (dans Y ) < w est p-permise (dans K), si Y = L(K).

Démonstration. a) Posons [ = dimY. D’aprés (3.3.3) nous avons (Y ¢ ): Vj_x = K,_r NY , pourvu

que Yi_j, # Y_j_1. La Proposition (3.2.3) permet d’écrire la relation ||w||,_ (dans K) = ||w||;— (dans

Y), pour toute forme w de Y. On a terminé car: |[w||p_r <k —2—pp < |[w])i—k < k — 2 — pp.
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b) On procede de la méme facon, sauf pour le cas i = m — 1 et dimL(K) = n. Ici nous avons:

(m —1) — face de L(K) = K,, N L(K), et donc

[|wlfm=n—(n—m)(dans K) = [[w]]n—1=n—(n—m-+1)(dans L{K)).

Le résultat découle de I’équivalence: ||w||m <n—m —2—pp_pm & ||W]lm—1 <n—m—1—71p_py1. &

4.1.6 Une forme différentielle w = (w.) de %D est permise (ou p-permise) si chaque w, est une forme
permise. La forme w est d’intersection (ou de p-intersection) si les formes w et dw sont permises. On
désignera par [ Qg(f o) le complexe des formes d’intersection. On remarquera que si la partie singuliére

de K est vide, alors ce complexe coincide avec Q*(K ), complexe des formes modérées de K.

Le complexe des formes différentielles qui va calculer la cohomologie d’intersection modérée de K est:

*,q o %[ T & ~ - 5. .
IT3H(K) = {w € Q"(K — ¥)/w relevable et & modérée et d’intersection},

que nous appellerons le complexe des formes modérées d’intersection de K. C’est un sous-
complexe différentiel de Q*(K — ¥).

Vu que lopérateur p* établit un isomorphisme entre les formes relevables de K — ¥ et les formes
différentielles de f(/m nous identifierons dans la suite de ce travail ces deux complexes. Ainsi,
nous avons: IT*(K) = {w € T*(K,)/w est d’intersection} = T*(K_) N IQ%(.?(/D).

Remarquons finalement que si X = (), alors le complexe précédent coincide avec le complexe des formes

modérées de K. Les définitions précédentes ont encore un sens si K est un complexe filtré.

4.1.7 Nlustrons cette notion par I'exemple du tore pincé (cf. (3.2.1)). Puisque ¥ est réduit & un point,
nous avons nécessairement p = 0. Rappelons que la réalisation géométrique de K est un cylindre. Un
cube ¢ de ED de dimension 2 ou bien ne rencontre pas le bord du cylindre, ou bien le rencontre dans
une face ¢ de dimension 1. Dans le premier cas: IT;’q(c) = T™4(c). Pour le deuxiéme cas, posons

c=10,1] x[0,1] et ¢ =[0,1] x {0}. Une forme w € T*9(c) est permise si elle est engendrée par monomes
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du type:

o ' xy? avec max{vy,vn} < g,

o 12 x52dxy  avec max{v; +2,v9} <
1 %2 ) )
o ' xn?dry avec max{vy, vy + 1} < gq, et

o r'xs?dridry  avec max{y; + 1,1+ 1} <gq.

Le comportement de ces formes par rapport aux sous-complexes stratifiés est analogue au comporte-

ment des chaines d’intersection (cf. (2.1.4) et (2.2.2)).

Proposition 4.1.8 La restriction des formes induit les applications:
a) ITg’q(K) — ITg’q(Y) 51 Y est un sous-complexe transversal, et

b) ITS(K) — ITP(L(K)).

Démonstration. Il suffit de remarquer que la restriction des formes conserve la caractere modérée de

ces formes et de prendre compte de (4.1.5). s

4.2 Calcul de H*(IT"(K, L(K))

Nous montrons dans la suite comment calculer la cohomologie de K a l'aide de la cohomologie de £(K)

et celle des a * Ly, ou « parcourt la famille des simplexes de K dont la dimension est le degré minimal.

4.2.1 Désignons par IT7(K, L(K)) le noyau de la restriction IT3(K) — ITy*(L(K)) (cf. (4.1.8 b))).

D’apres la décomposition (9) la restriction des formes induit 'isomorphisme de modules différentiels

ITyYK, L(K)) = [ IT5 (o * La, 6+ La).

OéEIm
Le but des Lemmes qui suivent est de montrer que l’application restriction de K dans £(K) est surjec-
tive, c’est-a-dire, que l'on a la suite exacte 0 — IT2Y(K, L(K)) — IT;(K) — IT;(L(K)) — 0.

Celle-ci induira la suite exacte longue

= HTNITH(L(K))) — HIIT3UK, L(K))) — HI(IT3(K)) — H (IT(L(K))) — -
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Lemme 4.2.2 Soit 0 un simplexe de K et m: 0 — cog la projection sur le premier facteur (cf. (3.1.1)).
Pour tout cube ¢ de &, et toute forme différentielle w définie sur w(c), la restriction de ™*w auz fibres de

w est nulle.

Démonstration. Considérons I’application p : ¢ — cog définie par p(apzg+ - - + anzy) = [0, ). Elle

est cellulaire, car en coordonnées barycentriques elle s’écrit: p(ug, - -, ujy, -+, v0, -+, v1,) = (Yo, ..., U,
—_———
€00 €on
1 —(up+---+uy)). Le résultat découle maintenant de la relation pp = 7. )
Lemme 4.2.3 Soient c =cy X ¢y X - X ¢, et ¢ = 06 X €1 X -+ X ¢ deux €léments de la cubication

de Kj, avec ¢y face de codimension un de cy. Alors Uapplication restriction Q*(c) — Q*(¢') posséde une
section S vérifiant:

a) Sw est modérée, si w est modérée,

b) maz(||Swl|i , ||dSw||;) < mazx(||wl|]i, ,||dwl|]i), pouri € {0,...,n+ 1},

¢) la restriction de Sw a une face ¢* de c, est nulle si la retriction de w a cNc* est nulle,

d) la restriction de Sw a la face de ¢ opposée a ¢ est nulle.

Démonstration. Posons ¢y = ¢, x [0,1] et identifions ¢ avec ¢ x {0}. On note Pr la projection
canonique de ¢ sur ¢ et s la variable de [0, 1]. On pose Sw = (1 — s) Pr*w; c¢’est bien une forme différen-

tielle sur ¢ qui étend w: Sw|s—¢p = w. Il nous reste & montrer a), b) ¢) et d).

a) La forme w ne contenant ni s ni ds, on a: poids(Sw) < max(1, poids(w)) < q.

b) Nous avons 'inégalité
maz(||Swlli, [|[dSwlli) < max(|[Prrw|li , [|d(1 = s)l[i + [|Priwlli , |[Pr*dw]]).

D’apres le Lemme précédent le i-degré vertical ||d(1 — s)||; est nul. Il suffira donc de prouver: ||Priw||; <
|lw||;- Distinguons trois cas d’apreés la relation qu’il y a entre ¢ N K; et ¢ N K;. N’oublions pas que si
¢ N K; est non vide, alors ¢ N K; est une face de ¢ de codimension 0 ou 1, et de méme pour ¢’ N K;.

bl) eNK; = ¢ NK; x[0,1] (ceci est le cas pour cNK; = 0,c ou d NK; # 0 et # ). Si nous
prouvons que Pr envoie la (trace de ¢ sur les fibres au-dessus de K; — K;_1) sur la (trace de ¢’ sur les

fibres au-dessus de K; — K;_1) on aura fini, car ainsi on aura ||Pr*w||; < ||wll;.
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Soit donc = € pu(c) N (K; — K;—1), Paffirmation précédente découle des égalités suivantes, montrées

aisément a partir de la définition de u:
p @) Ne={Py} x {P1} x - x {P} X ciy1 X -+~ X p , €t

p @) nd ={PY x {P1} x - x {P} x ciy1 X -+ X ¢cp

ot o' = p(Pr(Q)) avec Q € p~(z)Ne.

b2) eNk;=c. Iciona pu (z)Ne=p (z)Nc pour tout x € u(c) N (K; — K;_1).

b3) ¢cNK; = ¢ x {1}. Dans ce cas la coordonnée s de ¢cNK; est 1 et donc Sw|.x; = 0; par conséquent
15wl = ||dSw]|i = —oo.

¢) Sw|ex = §|ex w|erne = 0.

d) Sw|s:1 =0. &

Lemme 4.2.4 Soient C un complexe cubique et C' un sous-complexe cubique de C. Alors lapplication
restriction Q*(C) — Q*(C') posséde une section S vérifiant
a) Sw est modérée, si w est modérée,

b) max(||Swl|; , ||[dSwl|;) < max(||wl||i , ||dw]||i), pourie {0,...,n—1}.

Démonstration. Procédons par étapes.

e =cetC' =cUC(, faces de codimension un de c¢. L’application du Lemme précédent assure
lexistence d'une forme différentielle w’ sur ¢ vérifiant a)-d) pour ¢’. Considérons n = w|. — W'| forme
différentielle sur ¢’ et posons 7’ la forme différentielle sur ¢ donnée par le Lemme précédent pour ¢”’. La
forme W’ + ' est dans Q*(c) et vérifie (' +w')|v = w|e , (W +W')|er = w|er ,a) et b).

e C = c et C' sous-complexe de dimension n — 1. Il suffit de réitérer ’argument précédent.

e Cas général. Nous procédons par récurrence sur n = dimC. Comme le cas dimC = 0 est trivial,
on supposera le résultat montré pour les complexes de dimension strictement inférieure & n. Soit C(*~1)
la réunion des cubes de C de dimension n — 1, c’est un sous-complexe cubique de dimension n — 1. Si

nous appliquons ’hypothese de récurrence a (C"~Y,C(»~DNC’) nous pouvons étendre w € Q*(C') en une
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forme sur €' U C("~1) vérifiant a) et b). Maintenant on peut appliquer le cas précédent, car pour tout

cube de C de dimension n, la forme w est définie sur le bord de c. &

On est arrivé au Lemme d’extension.
Proposition 4.2.5 L’application restriction IT;’Q(K) — ITY(L(K)) est surjective.

Démonstration. Soit w € IT?(L(K)); c’est une forme de p-intersection dans K (cf. (4.1.5)). D’apres

le Lemme précédent la forme Sw est 'image de w par la section cherchée. &

4.3 Lemme de Poincaré

Nous montrons dans cette section comment calculer la cohomologie de I Tg 1(AxK) (ot A est le simplexe
standard de dimension 1) & partir de celle de I Tg’q(K ). Le résultat obtenu est analogue a (2.3.3).
0 sii <l

Rappelons tout d’abord que la filtration de A x K est: (A x K); = A sii=1 .

AxK; ;1 sii>1
L’éclatement est application pasx : Ax K = ¢Ax K — A x K définie par pax([z,t],9) = tz +

(1= ) (§) (cf. (3.2.4)). Les i-faces de A x K sont: ¢A x K;_j_1,sii>1+1, et Ax {1} x K, sii=1L.
Dans ce dernier cas I'éclatement pa.x devient la projection sur le premier facteur.

L’application qui relie la cohomologie des deux complexes est la projection.

Proposition 4.3.1 La projection canonique sur le deuxiéme facteur pr : cA X fm — %E, nduit les
applications pr* : IT%’Q(K) — ITg’q(A*K) pour j < n—1—ppi1 et pr*: ITg’q(K)ﬁdfl(O) — ITg’q(A*K)

pour j=n—1—pp_1.

Démonstration. Soit w € I Tg’q(K ). La forme pr*w est modérée par construction. Il reste & montrer
que son i-degré vertical est majoré par v —i — 2 — p,_;, pour i € {l,...,v}.

Soit z = tz + (1 — t)y un point de (A * K); — (A * K);—1. Un calcul simple montre puxl,(2) =
[t =1 x K sii=1I j sii=1

Ainsi ||priwl]; = . Par hypothese et en utilisant le
[z, 8] x pt(y) sii>1 llwllizi—1 sii>1

fait que w est permise nous arrivons a ||prrwl||; <v —i — 2 — py_;. )
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4.3.2 La procédure que 'on va suivre pour démontrer que cette fleche induit un isomorphisme en coho-
mologie, consiste & décomposer I'éclaté de A K en deux sous-complexes (cf. (21)): A x [0,1] x K et

A X K , et & étudier chacun d’entre eux, ainsi que leur intersection A x {0} x K.

Pour cela, nous considérons d’abord la situation locale. Fixons un cube ¢ de la cubication de cA et
une face ¢ de codimension un de ¢. Ainsi ¢ = ¢’ x [0, 1], on identifiera ¢ avec ¢’ x {0}. Nous supposerons

que c et ¢ satisfont la relation:
(23) cN(Ax {1})=(d Nn(A x {1})) x [0,1].

Nous étudions dans les Lemmes qui suivent la relation entre la cohomologie des formes modérées d’inter-
section de ¢ x K, . et celle de ¢ x K, 5. Les applications utilisées pour y arriver sont: la projection canonique
Pr.:c— c et les applications Pr : ¢ x RJD — d x ED et v:c x ED — ¢ X %D définies respectivement
par Pr(y,z) = (Pr.(y),z) et «(y,z) = (y, ).

Dans la suite on fera I’abus de notation suivant. Pour tout sous-complexe cubique C de f{/m ou de

(Ax K ), on notera [ Tg’q(C) le complexe des formes modérées d’intersection de C.

Lemme 4.3.3 Les applications Pr* : IT>(c x K,) — 1T (e X K,) et *: IT5% (e % K,) — 1T %

K,) sont bien définies.

Démonstration. Il est évident que la restriction ¢* des formes est bien définie et que l'opérateur
Pr* conserve le caractere modéré des formes. Soit donc w € I Tg’q(c X f(/m), montrons que Pr*w est
d’intersection.

La condition (23) assure, pour i = [, I'égalité (¢ x K,) N (i-face de K,) = (¢N (A x {1})) x K, =
(N (A x{1}) x K, x[0,1] = ((¢ x K,) N (i-face de K,)) x [0,1]. Pour i > [ 4 1 la description des

i-faces de (ATK ), faite au début de cette section, permet d’arriver & la méme conclusion: (¢ x K,) N

(i-face de K,) = ¢ x (K;) . = ¢ % (Ki), < [0,1] = ((¢/ x K,) N (i-face de K,)) x [0,1]. Nous sommes donc

o

dans les conditions de (4.2.3 b) i)). Le méme raisonnement que la-bas, montre que ||Prw||; < ||w]||; et

||Pr*dwl||; < ||dwl|;. La forme Pr*w est donc d’intersection. &
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La composée 1* Pr* est I'identité sur I Tg (! x K, 5 )- Nous allons construire dans la suite une homotopie
entre Pr*.* et 'identité sur ITg’q(c X ED)

Toute forme w de ¢ X fm s’écrit de fagon unique sous la forme a + ds A 8, ou s est la variable
de [0,1] et o et 3 ne contiennent pas le terme ds. On pose Dw = [, 3 A ds ; ceci définit 'opérateur

D: Q% ex K,)— Q@ (ex K,).

Lemme 4.3.4 Soit w une forme modérée d’intersection sur ¢ x K, Alors:

a) Dw est modérée et d’intersection,

b) dDw + Ddw = w — Pr*vw.

Démonstration. Nous vérifions les trois faits suivants:

1. Dw est modérée.

N

La forme w s’écrit comme un somme finie Z si(m + ds N\ ~;), ou n; et 7; ne contiennent pas les termes
i=0

s et ds. On aura donc max(i,poids(n;)) < q sin; Z 0, et max(i + 1,poids(y;)) < q si~; # 0. D’autre

N

part, Dw est égale a Z
i=0

- st D’apres les inégalités précédentes nous pouvons écrire
+1 ’
7

1 €Qq si v #0, et poids(Dw) < mazx(i+ 1, poids(vi) / v #0) <q.
i

2. dDw + Ddw = w — Pr*/*w.

Par linéarité, il suffira de prouver le résultat pour w = si(n; + ds A 7;). Il découle des égalités suivantes:

Ddw = D(is" s An; + s'(dng; — ds N dvy;)) = s'n; — Pr*c*(s'n;) — / stdy; Nds =
0
= s'n — Pricw— d(/ s'v; Ads) + s'ds ANy = w — Pr*v*w — dDw.
0
3. Dw est une forme d’intersection.

Supposons montré que ||Dw||; < ||w||; , pour ¢ > . La forme Dw est donc permise. La relation b) montre

que dDw est aussi permise. La forme Dw est donc d’intersection.
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Pour prouver linégalité ||Dw||; < |lwl|s, il suffira de vérifier que pour tout vecteur v de (¢ x K, ) N

(i-face de (A * K)_) tangent aux fibres de pia«x on a
(24) D(v) = + / (o).
0

N N (@NAx{1})x[0,1]xK, sii=I
Rappelons que I'on a (¢ x K, ) N (i-face de (A* K)_) = . Dans
d x[0,1] x (Ki—j—1), sii>1

les deux cas, v est un vecteur tangent a la troisieme composante et donc ds(v) = 0. D’ou (24). s

On arrive a la

Proposition 4.3.5 Soit ¢ un cube de la cubication de cA, alors:
a) H*(IT;"(c x K,,)) = H*(IT;(c x K,)), si c = c x [0,1] vérifie (23),
* »q T ~ * 4 (17 . —
b) H*(IT;%(c x Ky)) & H*(IT;*(Ky)), sicN(Ax {1}) =0, et

)

HI(ITF(Ky)) sij<n—1-pui,

I

HI(IT;(c x K,))

0 sinon.

sic=c" x[0,1] avec cN (A x {1}) =¢".

Dans les trois cas l’isomorphisme de modules est donné par la projection.

Démonstration. a) Le lemme précédent montre que D est une homotopie entre Pr*/* et 'identité
de IT;’q(c x K_). Par conséquent la projection Pr induit un isomorphisme entre H*(ITT;’q(c x K_.)) et
H*(IT;(c x K,)) (cf. (4.3.3)).

b) On pose ¢ = [0, 1]* et on applique le résultat précédent a fois. L’hypothese ¢N (A x {1}) = () assure
que chaque [0,1]%, i € {1,...,a}, satisfait (23).

¢) Posons ¢’ = [0,1]%. Pour chaque i € {1,...,a}, le cube [0,1]" x [0, 1] avec la face [0,1]""! x [0, 1]
vérifient (23). Nous appliquons a) et nous obtenons un isomorphisme H*(c x K,) = H*([0,1] x K,)
induit par la projection. Il reste a calculer le deuxiéme terme, ou [0, 1] est un cube de la cubication de

cA avec [0,1] N (A x {1}) = {1}.
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La trace de [0,1] x K, sur la i-face de A * K est

1) [0,1]x (Kiyq), sii>l,

2) {1} x K, sii=1

et I’ensemble vide ailleurs. Remarquons que le I-degré vertical d’une forme w de [0, 1] X K, o est le degré
de la restriction w|s—1 (s étant la variable de [0, 1]). Ainsi, pour j < n —1— p,41, les conditions qui font
de w une forme d’intersection sont les conditions de 1). C’est la situation que nous trouvons en a), d’ou
la premiere partie du résultat.

Soient j > n —1 — pp41 et w un cocycle de IT%’q([O, 1] x K,). La forme w s’écrit comme une somme
a+dsA B, ou a et B ne contiennent pas le terme ds. Soit Dyw la forme /1 B BAds. La méme démonstration
que en (4.3.4) prouve que Dyw vérifie la condition 1). D’autre part, la restriction Djw|s—1 est nulle par
construction. Ainsi, Djw est un élément de ITg_l’q([O, 1]x K. Toujours d’apres (4.3.4), on a la relation:
Diw = w—Pr*w|s—1. Puisque ||w||; < n—1—p,+1 nous voyons que w|s—1 est la forme nulle. La restriction

de dDiw = w montre que la classe de w est nulle. Ceci termine la démonstration. &

Remarquons que ¢, X fgm se trouve dans les conditions de la Proposition. Une simple généralisation

de ce résultat donne

Lemme 4.3.6 Soit C x [0,1] un sous-complexe cubique de la cubication de cA vérifiant: (C x [0,1]) N

((A), x{1}) = (€N ((A), x{1})) x [0,1]. La projection de C x [0,1] sur C induit I’isomorphisme

H*(IT(C % [0,1] x K,,)) = H*(IT;(C x K,)).

Démonstration. Les cubes de C sont de la forme ¢ = ¢’ x [0, 1] et ils vérifient (23). On procéde comme
dans la partie a) de la Proposition précédente en étendant les applications Pr, ¢ et D au complexe C x [0, 1]

tout entier. &

Ce résultat permet d’établir la
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Proposition 4.3.7 La projection pr induit un isomorphisme de modules

HY(IT;(A), x {0} x K,)) = H (IT;(K,)).

Démonstration. Soit R une face de A x {0}, on prouve par récurrence sur la dimension de R que la
projection pr induit un isomorphisme H*(IT;*(R; x {0} x K,)) = H*(ITZ;)’q(ED )). Comme le résultat est
trivial pour dim R = 0, on suppose ’énoncé vrai pour toute face de R. Fixons S une face de codimension
un de R. Rappelons que 'on a la décomposition R = ¢S = $,U(S %[0, 1]) avec $ N (S %[0, 1]) = S x {0}.

Considérons le diagramme commutatif (cf. (4.2.4))

0 — kerpy — IT2(S, x [0,1] x {0} x K,) 2 IT29(S,, x {0} x {0} x K,,) — 0

o o | o

0 — kerpy — ITy (R, x {0} x K,) 25 I3 (O x {0} x Kjy) — 0

ou p. est la restriction des formes.
Remarquons que p3 est I'identité car $ N (S x [0,1]) =S x {0}. Puisque (A x {0})N (A x {1}) =10

nous pouvons appliquer les résultats précédents. Nous obtenons:

e po induit un isomorphisme en cohomologie, d’apres (4.3.6) et

e p5 induit un isomorphisme en cohomologie, d’apres (4.3.5 a)).

Le Lemme des cinq montre que p4 induit un isomorphisme en cohomologie. Puisque pr* commute avec

la restriction p., on a le résultat voulu. &

Pour la deuxiéme partie de la décomposition de cA on obtient la

Proposition 4.3.8 La projection pr induit un isomorphisme de modules

: — HI(IT54(K,)) sij<n—1—ppp,
HI(IT3 (A, x [0,1] x Ky)) =

0 sinon.

Démonstration. On procede de facon analogue a la proposition précédente a ’aide du diagramme

commutatif (cf. (4.2.4)):



Cohomologie d’intersection modérée. Un Théoreme de deRham. 45

0 — kerpy — IT39(S, x [0,1] x [0,1] x K) 2 IT29(S,, x {0} x [0,1] x K,) — 0

p | o] o]

0 — kerpy — IT) (R, x [0,1] x Kj) 25 IT2 (O x [0,1] x K,) — 0

ou p. est la restriction des formes.

Remarquons que p3 est 'identité car ¢ N (S %[0, 1]) = Sx{0}. Puisque (Sx[0,1]x[0,1))N(Ax{1}) =
Sx[0,1] x {1} = (Sx {0} x{1}) x[0,1] = ((S x {0} x[0,1]) N (A x {1})) x [0, 1], nous pouvons appliquer
(4.3.6) et nous obtenons que ps induit un isomorphisme en cohomologie. L’hypothese de récurrence et
(4.3.5 ¢)) (que 'on peut appliquer car ($g x [0,1]) N (A x {1}) = & x {1}) montrent que ps induit un
isomorphisme en cohomologie. Le Lemme des cing montre que p4 induit un isomorphisme en cohomologie.

Puisque pr* commute avec la restriction p., on a le résultat voulu. &

On arrive finalement a

Proposition 4.3.9 La projection pr induit un isomorphisme de modules

. HI(ITFY(K)) sij<n—1-pp,
HI(IT3 (A % K)) =

0 sinon.

Démonstration. Considérons le diagramme commutatif suivant (cf. (4.2.4)):

0— kerpy — IT((A*K)) 2 IO, x K,) —0

| a o

0 — kerpy — ITX(A, x [0,1] x K,) 25 IT29(A, x {0} x K) — 0

ol p. est la restriction des formes.

Remarquons que p3 est l'identité, car {, N (A x[0,1]) = Ax{0}. La fleche ps induit un isomorphisme
en cohomologie d’apres (4.3.5 b)) et (4.3.7). Le Lemme des cinqg assure que p4 induit un isomorphisme
en cohomologie. Il suffit maintenant a)de tenir compte de la Proposition précédente et du fait que pr

commute avec la restriction. &



Cohomologie d’intersection modérée. Un Théoreme de deRham. 46

5 Théoréme de deRham

A Taide des calculs réalisés dans les sections 2 et 4, nous montrons dans cette section que pour un
espace stratifié K, le complexe des formes modérées d’intersection calcule la cohomologie modérée de
K. L’isomorphisme en question sera obtenu par l'intégration | des formes sur les simplexes. Cette
intégration n’est pas bien définie a priori. Pour pallier a cet incovenant, on integre en fait sur 1’éclaté de
K. Un point clé dans I'obtention de cet isomorphisme est la formule de Stokes, elle provient du fait que

les éclatés des formes d’intersection s’annulent sur les faces ajoutées des éclatés des simplexes permis.

5.1 Intégration

Fixons une forme modérée d’intersection w de K et un cube ¢ de ?D avec pi(c) élément de K — 3. On

pose:

/ w = w.
n(e) intérieur de p(c)

A priori cette intégrale pourrait étre divergente. Or, si nous remontons a 1’éclaté et si nous tenons

compte du fait que la restriction de © a l'intérieur de ¢ est un difféomorphisme, nous trouvons:
p )

(25) / w= / w= /J) ,
wu(e) intérieur de p(c) c

qui est un élément de @, (cf. [5]).

Considérons ¢ un simplexe de K — ¥. On posera /

g

(26) /Uwzz/ca:/gw;

qui est un nombre de Q.

Pour toute chaine { = ;.7 q;04, avec ¢; € Q4 et 0; € K — X pour ¢ € I, on posera /w = qu/ w,
§ iel gi

qui appartient a (4. Rappelons que si  est une chalne permise alors on a la relation:
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(27) dim(|¢] N[X]) < dim [¢] =2+ py < dim [¢] -2,

c’est-a-dire, la chaine £ n’a pas de simplexes dans Y et nous pouvons définir fgw. Nous avons ainsi

construit 'opérateur:

[ 1T — 1G5 Qu) [ o (e [

Cet opérateur est différentiel, comme le prouve la formule de Stokes suivante.

Proposition 5.1.1 Pour tout simplexe permis o et toute forme modérée et d’intersection w nous avons:

/gdw:/gw.

Démonstration. Remarquons tout d’abord que les deux termes de 1’égalité précédente ont un sens car,
en procédant comme dans (27): dim(oN|X|) < dimo—2. D’apres (26) nous pouvons écrire / dw = /Nd@
g ag
et / w= /NLTJ. D’autre part, la formule de Stokes habituelle dans K établit: /~ dw = / _w. On est
ag ag ag

(o2

donc ramené & montrer que / @ =0 (cf. (3.1.2)). Puisque Oyo est inclus dans la réunion des i-faces de
oo
K il suffira de prouver que la restriction de @ a chaque o, N (K;)_, i € {0,...,n — 1} est nulle.
Fixons un tel i et soit ¢ un cube de o, N (K;)_ de dimension maximale dimo — 1. Remarquons que

Iintérieur de c est dense dans ¢ — |U,; K| et que u(c) est inclus dans o N [K;[. Si la restriction de w a

c n’est pas la forme nulle, alors le i-degré vertical de w est supérieur ou égal a la dimension des fibres de
 : {intérieur de ¢} — {intérieur de u(c)},

c’est-a-dire: ||wl||; > dime¢ — dim p(c) > dimo — 1 — dim(o N |K;|). Les conditions d’intersection (11) et
(22) permettent d’écrire n —i — 2 — pp—; > ||w||; > dimo — dim(oc N |K;|) =1 > n —i— p,—; — 1. Cette

contradiction implique la nullité de @|. et donc celle de / w. &
Oyo

5.2 Théoréme de deRham

Tous les résultats montrés jusqu’a présent nous amenent au Théoreme de deRham suivant, qui constitue

le noyau de cet article.
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Théoréme 5.2.1 Pour tout complexe stratifié K [’intégration des formes induit un isomorphisme de

modules entre H* (ITZL,’Q(K)) et THX(K;Qq).

Démonstration. Nous procédons par récurrence sur la profondeur de K. Si cette profondeur est zéro
alors IT3Y(K) = T(K,) et ICH(K;Q,) = C*(K;Q,); le résultat découle de [5].
Supposons maintenant le résultat prouvé pour les espaces stratifiés de profondeur strictement infé-

rieure a celle de K. Considérons le diagramme commutatif suivant (cf. (2.2.2) et (4.2.5)):

0 — ICEH(K, L(K); Qq) — ICH(K;Qq) — ICH(L(K);Qq) — 0

5 f | fi |

0 — ITYK, L(K)) — ITS(K) — ITP(L(K)) — 0.

Par hypothese de récurrence I'intégrale [; induit un isomorphisme en cohomologie. II suffira de prouver
que l'intégrale [; induit un isomorphisme en cohomologie.
Puisque [T (K, L(K)) = H IT3% kLo, 0k Ly) (cf. (4.2.1)) et ICH(K, L(K); Q) = H 105 (ax

acly, a€ly,
Lo, 60 Loy Qq) (cf. (2.2.4)) on est ramené a montrer que dans le diagramme commutatif suivant

0 — ICH(a * La, 0+ La; Qq) — ICH(a* Lo; Qq) — 1CT (0 * La; Qq) — 0

fi| J s |

0— IT;’q(a % Lo, 0% Ly) — IT;’q(oz % Lo) — IT: (8 % Ly) — 0.

la fleche [, induit un isomorphisme en cohomologie. Or, ceci est le cas car: 1) d’apres (4.3.9), (2.3.3) et
I'hypothese de récurrence, 'intégrale [. induit un isomorphisme en cohomologie et 2) d’apres I'hypothese

de récurrence, I'intégrale [; induit un isomorphisme en cohomologie. &

5.2.2 Indépendence de la triangulation et de la stratification. Bien que le complexe [ Tg’q(K ) des
formes différentielles d’intersection modérées dépende de la triangulation et de la stratification choisies
dans K, le Théoreme de deRham que nous venons de prouver montre que ledit complexe I Tg (K calcule
toujours la cohomologie d’intersection de K. Mais cette relation qui apparait au niveau de la cohomologie

peut étre réalisée au niveau des formes différentielles, de la facon que nous passons a décrire.

Considérons le cas le plus simple de complexe stratifié: K = cL, ou L est une variété de dimension

n. Le complexe ITg’q(K) devient {w € T*9((cL)_) / max(degré(w|{iyxr), degré(dwliiy«r)) < put1}. En
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utilisant I'homotopie le long du facteur [0, 1], on prouve que le sous-complexe {w € T*9(L)/ max(degré(w),
degré(dw)) < pp+1} calcule la méme cohomologie. Cette idée, developpée a 1’aide des techniques utilisées
tout au long des sections 4 et 5, permette de montrer que, pour un complexe stratifié K de dimension n, le
sous-complexe de I'T!(K) donné par IT5Y(K) = {w € T*9(C(%, K)) / max(degré(w|,), degré(dwl,) <
Pn—k, si 0 € N(Kj, K)} calcule la méme cohomologie. Ici, C(K, L) et N(K, L) dénotent respectivement
le complement simplicial et le voisinage simplicial de L dans K (cf. [14]).

Nous pouvons ainsi calculer la cohomologie d’intersection modérée de K a l’aide d’un complexe de
formes modérées habituelles d’une variété simpliciale.

Soit K’ une subdivision de K, compatible avec les @), coordonnées. Puisque c¢(X’', K') se rétracte
linéairement sur ¢(X, K), il n’est pas difficile de vérifier que cette rétraction induit une homotopie entre
IT;’Q(K) et IT;"Z(K’).

En résumé, le complexe [ Tg’q(K ) est indépendent de la triangulation de K choisie, a une suite de
quasi-isomorphismes pres. Si maintenant on considere un complexe stratifé K provenant d’une pseudova-
riété stratifiée, et sur K une autre stratification, nous savons que les deux complexes respectifs des chalnes
d’intersection calculent la méme cohomologie d’intersection. Par conséquent, le complexe [ Tg’q(K ) est

indépendent de la stratification de K choisie, & une suite de quasi-isomorphismes pres.

5.2.3 Dualité de Poincaré. Supposons K compact. Pour toute forme w de I Tg’q(K ), 'intégrale sur

K — X existe car / w= / _W et car la forme w est globalement définie sur le complexe fini K. Ceci
K-% K

nous permet de définir accouplement < , >: IT>% (K) x IT; ™ ®(K) — Qg +4,, o P et § sont deux
perversités quelconques et < w,n >= / wAn. On montre que cet accouplement passe en cohomologie
A-%

(formule de Stokes):

(28) H*(ITy™ (K)) x H" ™ (IT7%(K)) — Qqi4q»

et que , si p+ ¢ =t est la perversité maximale (cf. [9]), alors il est non dégénéré. C’est la dualité de
Poincaré que nous trouvons a l'origine de ’homologie d’intersection (cf. [9]) et dont la version avec des

formes différentielles réelles a été traitée a [3].
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5.2.4 Formule de Kiinneth. Considérons K et K’ deux complexes stratifiés. En utilisant la démarche
suivie & (1.3) nous munissons K x K', K, et K’ avec des triangulations qui font de ces espaces des
complexes stratifiés et pour lesquelles les projections canoniques pr: K x K' — K et pr': K x K —
K’ sont des applications simpliciales. Ces projections s’éclatent donc en deux applications prisma-
tiques pr: K <K' — K et er’:K <K' — K’ qui sont linéaires sur chaque prisme. L’application
P:H*(IT;*(K)) ® H*(IT;(K")) — H*(IT;*(K x K')), donnée par P([w] ® [7]) = [pr*w A (pr')*n],

est donc bien définie. Dans le diagramme commutatif

H*(IT3%(K)) ® H*(IT;(K')) - H*(IT;"(K x K'))
jef | I
TH(K, Q) ® THA(K',Qq)) = THA(K x K', Q)

les fleches verticales sont des isomorphismes (cf.(5.2.1)). Si la perversité p est dans les conditions de [7]
(par exemple, si P est la perversité moitié) il en sera de méme pour P’. Dans ce cas, nous avons la formule
de Kiinneth

H(IT3(K)) © H* (T3 (K') & H*(IT3(K x K')).

5.2.5 Algebraicité. Ce travail est le premier pas vers la construction d’un modeéle minimal d’intersection
de K. Cette démarche se heurte avec la difficulté suivante: le complexe I T; " (K) n’est pas en général une
algebre. Par exemple, si les strates de K sont de dimension paire le produit de deux formes de ITy;" (K)
est un élément IT5"(K), ot m est la perversité moitié (cf. [10]) (voir la relation du degré vertical avec le
produit extérieur de (4.1.4)). Bien entendu, pour p = 0 le complexe I Tg’*(K ) est une algebre (voir (28))
qui nous donne le modele minimal de K (IHj(K) = H*(K)). Il est peut-étre intéressant de signaler
que, pour la plus part des perversités (celles qui ne touchent pas 0), la plus petite algébre contenant

I Tg’*(K ) est précisement le complexe ambient 7%*(K). Dans un prochain travail nous étudierons le
“défaut d’algébraicité” du complexe des formes d’intersection modérées et la construction du modele

minimal d’intersection de K.
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