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Cohomologie d’intersection des actions toriques simples

Martintxo Saralegi-Aranguren®

Considérons une action ®: T x M — M d’un tore T sur une variété M. Supposons que cette
action est libre. La filtration du complexe des formes différentielles sur M par leur degré vertical
détermine la suite spectrale de Leray-Serre {E, }. Celle-ci converge vers la cohomologie de M et son
second terme E, est le produit tensoriel H (M/T) ® H (T). Ceci n’est plus valable si I'action n’est
pas libre. Remarquons que dans ce cas l'espace des orbites M /T n’est plus forcément une variété
mais un ensemble stratifié.

Dans le but d’étendre cette suite spectrale aux autres actions non libres, nous avons traité dans
0] le cas T = S'. La, la suite spectrale dégénere en la suite de Gysin:

(1) v — IH (M/T) — H' (M) — IH"_(M/T) A TH ™ (MJT) — -+,

ou [e] est la classe d’Euler de ®, qui est de degré pervers 2, et 7 une perversité quelconque sur M/T.
Rappelons que la cohomologie d’intersection [ H; (M/T) est calculée en utilisant les formes diffé-
rentielles d’intersection w dont le degré pervers (ainsi que celui de dw) est majoré par la perversité 7.
L’apparition de la cohomologie d’intersection de M /T (au lieu de H (M /T)) n’est pas surprenante.
En effet, comme les travaux de Goresky et MacPherson le montrent, celle-ci est un outil naturel
quand il s’agit de travailler avec des ensembles stratifiés.

L’objectif de ce travail est de poursuivre cette étude, dans le cadre des actions toriques simples
(localement “one or two orbit types”, selon la terminologie de [0]). Toujours & l'aide de la filtration
du complexe des formes différentielles sur M par son degré vertical, nous construisons, pour chaque
perversité 7, une suite spectrale a la Leray-Serre {_E, } convergeant vers la cohomologie de M dont
le second terme est décrit a ’aide de la cohomologie d’intersection de M /T et de la cohomologie de
T (pour I'énoncé exact voir Théoreme 5.5). Cette suite spectrale donne (1) quand T = S* et coincide
avec la suite spectrale de Leray-Serre si I'action est libre. Nous espérons dans un prochain travail
étendre les résultats de ce travail aux actions toriques générales.

La description du second terme _E, est comme suit. Supposons que l'action ® ne possede qu'une
strate singuliere S' (ensemble des points fixes d’'un sous-groupe d’isotropie T, C T, que 'on supposera
non discret). Nous choisissons une base B = {a4,...,a,} de 'algebre de Lie A de T avec a; € A,
algebre de Lie de T,. Le degré pervers de (la forme d’Euler associée a) a; est 2 tandis que celui des
autres éléments de B est 0. Le second terme de la suite spectrale s’écrit alors:

VU v 1 u—1 v u
Bt {sz(M/T) ® <A (a)) ® A" (g, ... ,an)>} ® {IH' (M/T) @ A" (a3, ..., a,)},
olt H (T) est identifié¢ & Palgebre libre A" (ay, ..., a,). On remarquera que dans chacune des parties
de la somme précédente le degré pervers se conserve. Cet espace vectoriel est une sorte de produit
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tensoriel, ou la perversité du facteur de gauche est déterminée par le facteur de droite; nous le
noterons IH_(M/T)®,H (T). Le produit ®, sera appelé produit pertensoriel (pervers + tensoriel).

Dans le cas de plusieurs strates, nous pouvons étendre cette démarche et écrire le deuxieme terme
de la suite spectrale comme un produit pertensoriel, sous la condition #(B N A,) = 1 pour toute
strate S de M avec dim T, = 1. Le degré pervers des éléments de B est toujours 0, sauf pour I'un
d’entre eux, ag, dont le degré est 2. Ainsi, chaque a = a;, ...a;, € B, (base canonique de H" (T))
détermine sur M/T la perversité a définie par

2 sia, €{a;,...,a;,}
siag & {ai,,...,a;,}

R . . .
Dans ce cas _E," est isomorphe au produit pertensoriel:

IH (M/T)®,H"(T) = €D IH. (M/T) @ (a),
ae B,

ot {(a) C H"(T) est le sous-espace engendré par a.

Dans le cas général, la situation est plus compliquée et le produit pertensoriel ne suffit pas a
déterminer _F,. En effet, sous la condition BN A, = (), tout élément de B a un degré pervers 0
tandis qu’il y a des combinaisons linéaires des éléments de la base dont le degré pervers est 2. Ces
relations empéchent d’écrire _E, comme un produit pertensoriel. Néanmoins, nous montrons dans ce
travail que le deuxieme terme de la suite spectrale s’envoie naturellement dans le produit pertensoriel
de fagon a étre déterminé par la suite exacte longue

c— IH T (M/T)@,H' (T) — Q" — E." — IH (M/T)®@,H"(T) — --- .
Le troisiéme terme de cette suite exacte est le terme résiduel suivant:
- n—1 _ TL—T‘S
Q:,u _ @ {HU_Q[%] (S/T)}(nu) ( n—u )

Ses

ou rg est la dimension du plus petit sous-espace de A contenant A, et engendré par un sous-ensemble
de B, [~] est la partie entitre, {—}<0 =0 et (;) = 0si b < 0 oub > a (voir Théoréme 5.5 pour
’énoncé exact). Pour deux perversités différentes § < 7 nous avons construit deux suites spectrales
{.£,.} et {.£,} qui convergent vers le méme but. Elles sont différentes mais liées, comme le montre le
Théoreme 5.8.2. Nous terminons le travail en étudiant la dégénérescence de la suite spectrale {_F };
nous montrons dans le Théoreme 5.9.1 que ce fait équivaut a ’existence d’'un feuilletage singulier
transverse aux orbites de ’action.

L’étude cohomologique que nous venons de faire montre que les actions toriques simples sont bien
plus compliquées que les actions du cercle. Pour étudier le deuxieme terme de la suite spectrale de
Leray-Serre nous avons introduit la notion de produit pertensoriel; dans certains cas cette notion
suffit pour décrire ce deuxieme terme. Mais, si le nombre de strates est trop grand, un terme résiduel
apparait; terme qui est plus complexe au fur et a mesure que 'action est tordue (dans le sens que les
sous-groupes d’isotropie sont nombreux). Dans un travail a venir, nous prévoyons de construire une
suite de Leray-Serre pour toute action d’un groupe de Lie compact. Nous pensons décrire le deuxieme
terme de cette suite spectrale en termes du produit pertensoriel que nous venons d’introduire dans
le présent travail. La situation sera bien sur plus compliquée du fait que les strates ne seront plus
isolées mais emboitées les unes sur les autres.
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L’organisation de ce travail est la suivante. Dans la premiere section nous présentons les actions
toriques simples et leur relation avec les ensembles stratifiés. La cohomologie d’intersection, utilisant
des formes différentielles et la nouvelle notion de perversité de [0], est introduite dans la deuxieme
section. Le deuxieme terme de la suite spectrale que nous construisons est décrit a I’aide du produit
pertensoriel, notion que nous introduisons dans la section 3. Le principal pilier de la construction
de la suite spectrale {_E_} est celui des formes différentielles d’intersection invariantes; elles sont
étudiées dans la section 4. La derniere section est consacrée au calcul et a ’étude du terme _F,.

L’auteur voudrait remercier le Département de Mathématiques de 1’Université de Purdue pour
lui avoir permis de réaliser cet article au sein d’une agréable ambiance de travail.

Tout au long de ce travail, par variété nous entendrons une variété sans bord, connexe et
différentiable (de classe C*°). Nous désignerons par T un tore de dimension n. Une fibration sera
toujours localement triviale. Toute action est supposée effective.

1 Actions toriques simples

Etant donnée ®: T x M — M, une action différentiable du tore T sur une variété M, il y a une
fagon naturelle d’associer a M et a l’espace des orbites M /T une structure d’ensemble stratifié. Si
Iaction ® est simple, ces ensembles stratifiés possedent des propriétés plus riches. Ceci fait I'objet
de cette section.

1.1 Ensembles stratifiés simples. Considérons E un ensemble stratifié (cf. [0]). Nous dirons
que E est simple s'il possede une strate R dense (dite réguliére) et si toute autre strate S est
fermée (dite singuliére). La deuxieme condition implique que les strates singulieres sont séparables
par ouverts. La dimension de E est, par definition, dim R. On posera § la famille des strates
singulieres de F.

Il est bien connu (cf. [0]) que pour chaque strate S € S il existe un voisinage 7, de S, une variété
compacte L, appelée entrelac de S, et une fibration 7,: 7, — S vérifiant:

Qo

o
NN NN

la fibre de 7, est le cone cL, = L x [0,1[/Ly x {0},
la restriction de 7, a .S est identité,

le groupe structural de 7, est Dif f(Ly),
T.NTs=0si S+ 5

o

d

La famille {’]; /S eSS } est une famille de tubes. Observons que, d’apres c), il existe une

application différentiable 7, : (7, — 5) —]0,1] telle que la restriction r,: 7;'(]0,€[) — S, olt € €
10, 1[, est une fibration différentiable de fibre L x]0, ¢[. Nous écrivons My = r'(]0,1/2[), qui est “la
moitié¢” de 7.

1.2 Actions simples. Nous dirons qu’une action différentiable ®: T x M — M du tore T sur
une variété M est simple si, pour chaque z € M, 'action du sous-groupe d’isotropie T, sur I’espace
tangent T, M posséde un ou deux types d’orbites (cf. [0, pag. 246]). En d’autres termes, 'action de
T, sur T, M — {vecteurs fixés par T,} est libre.

La relation d’equivalence “x ~ y si et seulement si T, = T,” définit une partition de M en
sous-variétés invariantes. Elles sont fermées sauf une qui est un ouvert dense. L’action ® induit donc
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sur M une structure naturelle d’ensemble stratifié simple. Pour chaque strate S de M nous écrirons
T, le sous-groupe d’isotropie d’'un point de S (et donc de tout point de 5).

Vu que chaque strate singuliere S est une sous-variété invariante, nous construisons un voisinage
tubulaire (7,7, S, D'sT1) vérifiant:

i) 7, est un voisinage de S.

ii) 7,: 7, — S est une fibration différentiable de fibre le disque ouvert D’ ™! et dont la restriction
de 7, a S est I'identité.

iii) Il existe une action orthogonale ®3: T, x S — S’ et un atlas A, = {(U, ¥)} tels que toute
carte ¥: 7':(U) — U x D%*! soit T,-équivariante: ge—1(x,[0,7]) = (x,[®%(g,0),7]), si
g € Ty et (z,[0,r]) € U x cS'. Ici, on a identifié D*s*! avec le cone ¢S's et noté [f,7] un
élément générique.

iv) Sige Tety;: TS_I(U]-) — U; x S, j = 1,2, sont deux cartes avec g-U; C Uy alors il existe
une application v: Uy — O({, + 1) telle que P07 (,[0,7]) = (9 -z, [y(x) - §,7]) pour tout
(z,[0,7]) € Uy x cS.

La condition iii) implique que le groupe stuctural de A, est le centralisateur Z, de T, dans O(¢,+1).
La condition iv) signifie que le groupe T agit sur 7, par des morphismes de fibration a groupe
structural; elle implique aussi que I'application 7, est équivariante. Remarquons que l'action ®°
est libre (ce qui fait la simplicité de @); ainsi, chaque sous-groupe T est ou fini ou isomorphe au
cercle S' (cf. [0, pag. 153]). Nous écrirons S la famille des strates singulieres de M et S; = {S €
S/ dimT, = j}, pour j =0,1.

Nous fixons pour la suite une famille {7, /S € S} de voisinages tubulaires avec 7,NT,, = 0 si S =
/ S'. Par m: M — M /T nous noterons la projection canonique de M sur 'espace des orbites M/T.
Cet espace hérite naturellement de M une structure d’ensemble stratifié simple, les strates étant
{m(S)/S strate de M}. En fait, on a la

Proposition 1.3 La famille {(W('];),ps,W(S),CSZS/TS)/S € S}, ot py(m(x)) = w(14(x)), est une
famille de tubes de M/T.

Démonstration. 11 suffit de montrer que, pour tout S € S, 'application p,: 7(7;) — m(S) est une

S
fibration de fibre le cone ¢S’ /T, ayant Dif f(S /T,) comme groupe structural.

Soit 7(x) un point de 7(S). Etant donné que la restriction 7: S — () est une fibration diffé-
rentiable (de fibre T/T,), nous trouvons un voisinage V' C w(S) de m(x¢) et une section différentiable
0:V — S de m. Nous pouvons supposer V' = 7(U) pour une carte (U,¥) € A,. Pour tout point
x de U il existe g € T avec g -z € (V). L’élément g n’est pas unique, mais ¢’ - x € o(V') implique
g'g € T,. Vu que 7, est équivariant, nous en déduisons 77, 'o(V) = 77'0(V)/T,. La restriction
¢: 7. '0(V) — (V) x S’s est un difféomorphisme T -équivariant et le diagramme suivant

¥
T o (V) —— o(V) x ¢S's

x| o

Pt (V) —w» V x S% /T,
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est commutatif. Ici on a noté I(y, [0,7]) = (7(y), [p(0),r]) et p: S — S’ /T la projection canon-
ique. Par conséquent, l'application 1 est un homéomorphisme qui vérifie pryym(z) = nr (x) =
psm(z), ot pry: V x ¢St /T, — V est la projection canonique. Ainsi, lapplication p, est une fibra-
tion de fibre le cone ¢S's /T, ayant By(sy = {(V, )} comme atlas. Finalement, puisque les cocycles
de A, prennent ses valeurs dans Z,, les cocycles de Byrs) prennent ses valeurs dans Dif f(S*s /Ty).

&

1.4 Posons A l'algebre de Lie de T. Pour chaque S € S on écrira A, I'algebre de Lie de T,. Une
base B de A est ona si #(B N A,) = 1 pour chaque S € &;. Le calcul du deuxieme terme _FE, de
la suite spectrale que nous effectuons dans ce travail nécessite d’un choix d’une base de ’algebre de
Lie A. Si cette base est ona, le terme _E, est décrit directement comme produit pertensoriel. Dans
le cas général, le terme _E, est determiné par une suite exacte longue ou les autres termes sont un
produit pertensoriel et un terme résiduel (cf. Théoreme 5.5).

L’existence d’une base ona est équivalente a la condition: la famille {A, / S € S} est libre.

2 Cohomologie d’intersection

Nous rappelons la notion de cohomologie d’intersection [0] qui utilise la notion de perversité introduite
par MacPherson en [0].

2.1 Degré pervers. Soit k: N — C une submersion différentiable entre deux variétés différentiables
N et C. Pour chaque forme différentielle w = 0 sur N, nous définissons le degré pervers de w,
noté ||w||., comme le plus petit entier k vérifiant:

ig, - ig,w = 0 pour toute famille &, - - -, &, de champs de vecteurs sur N tangents aux fibres de .

Ici, nous avons écrit 4¢, le produit interieur par &;. Nous poserons |[0]|, = —co. Pour «, € Q" (N),
complexe des formes différentielles de IV, nous avons les relations:

(2) lla+ Bl < max({|al]e, [|8l]c) et lla A Bl < lafle + 15l

2.2 Soit E un ensemble stratifié simple. Une perversité est une application g: S — Z (cf. [0]).
Pour chaque entier £, on posera £ la perversité constante définie par £(S) = £. Une forme différentielle
w sur la strate réguliere R de E est une forme différentielle de g-intersection (ou simplement
forme différentielle d’intersection) si, pour chaque S € S, la restriction de w a M, vérifie:

max { lwlar, |15, 1wl |15 } < a(S),

relativement a 7,: My — S. Pour simplifier la notation nous écrirons ||w|a,||s = [[w|[s. Le com-
plexe des formes différentielles de g-intersection sera noté Q;(E ). La cohomologie du complexe Q;(E )
notée IH;(E), est la cohomologie d’intersection de E.

Remarquons que, dans le cas ou S = (), le complexe Qﬁ(E) (resp. [ H; (E)) coincide avec Q' (E),
complexe de deRham de E (resp. avec H (E), cohomologie de deRham de E).
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2.3 La cohomologie d’intersection jouit des propriétés suivantes (voir [0] et [0]):

o [H (E) = H (E) si E est une variété et 0 < g < ¢. On a éerit £ la perversité définie par
S) = dim L, — 1.

e Si chaque entrelac L est connexe (c’est-a-dire, £ est normal) alors [ Hoj (E) =~ H (E), coho-
mologie a coefficients réels de E.

o IH; (E) 2 Hom(ITH"(E),R) si p+q = t (perversités complémentaires).

2.4 Si E’ C F est un sous-ensemble stratifié (ensemble stratifié avec la structure induite), toute
perversité ¢ de E induit par restriction une perversité sur E’, qui sera encore notée g. L’application
restriction R : Qa(E) — Q@(E’) est bien définie et induit un morphisme R*: IH;(E) — IH;(E’).
Quelques exemples de sous-ensemble stratifié sont: U C R ouvert, l'entrelac L, le cone cLg, TS_1<W)
avec W C S ouvert, ...

2.5 Une fonction contrdlée f: F — R est une application continue, différentiable sur chaque
strate, dont la restriction aux fibres de chaque 7,: M, — S est constante (cf. [0]). Nous avons donc

la relation max {|| Fllss 1df]] S} < 0. Rappelons que tout recouvrement de E, par des sous-ensembles

stratifiés ouverts, possede une partition de I'unité subordonnée constituée de fonctions contrélées [0,
pag. 8.

Nous montrons la premiere relation entre les formes différentielles d’intersection de M et celles
de M/T. Ecrivons M — ¥ et m(M — X)) les strates régulieres de M et M/T respectivement (ici
Y = U{S/S € S§}). Fixons T une perversité sur M/T et posons g la perversité induite sur M
définie par g(S) = 7(7(9)).

Proposition 2.6 Pour toute forme différenticlle o € Q0 (n(M —X)) et pour tout S € S nous avons:
(3) I alls = lled], )

L’application 7 : QO (M/T) — Qa(M) est bien définie.

Démonstration. Considérons le diagramme commutatif

M, — S s .

™| | =

(M, — 8)—L5 e ()

ou S € §. Etant donné que la restriction de m aux fibres de 7, est une submersion différentiable

((S%x]0,1/2[) — (S' /T;x]0,1/2[)), nous avons la relation 7.{Ker(ry).} = Ker(pg)«. Ainsi, pour
toute forme différentielle o € Q (7(M — X)) nous pouvons écrire (3). Nous en déduisons que
Papplication 7*: Q_(M/T) — Q;(M) est bien définie. &
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3 Produit pertensoriel

Le deuxieme terme de la suite spectrale que nous construisons dans ce travail est décrit a ’aide du
produit pertensoriel, notion que nous introduisons maintenant.

3.1 Définition. Considérons F un ensemble stratifié . Fixons V un espace vectoriel et B une
base de V. Une distinction est une application D: § — P(B), ou P(B) dénote la famille des
sous-ensembles de B. Pour chaque v € B, cette distinction détermine sur E la perversité suivante:

_ 2 sive DY)
”(S):{ 0 sivéD(S).

Soit 7 une perversité sur E. Les espaces vectoriels
DB e,V = @ 2 (F) ),

]H,(E) ®,V = IH;E(E) ® (v)
vEB
sont appelés produits pertensoriels. Ici, (v) dénote le sous-espace de V engendré par v. Le
produit pertensoriel est donc une sorte de produit tensoriel ou la perversité du terme de gauche est

déterminée par le terme de droite. En particulier, si S = () ou bien D est I'application constante (),
alors Q?(E) ®,V = Q?(E) ® V.

3.2 Produits pertensoriels dans 1’espace d’orbites. Dans ce travail, I’ensemble stratifié E
sera M/T (ou bien un sous-ensemble stratifié de M/T) et V = H (T). La base de V est determinée
comme suit. Nous fixons pour la suite une base B = {a4, ...a,} de I'algébre de Lie A. Nous écrirons
(—|—) le seul produit scalaire de A pour lequel B est une base orthonormale. La base B détermine,
pour chaque u > 0, une base B, de H" (T) (ot on identifie H (T) avec I’algebre graduée A" (ay, . . . a,))
de la fagon suivante: By = {1} et B, = {a;, ---a;,/1 < a;; <--- < a;, <n}siu>1. Remarquons
que Bj est en fait B. Finalement la famille B, = UB“ est la base de H (T) que nous cherchons.
u>0
Les principales distinctions utilisées dans ce travail sont les deux suivantes.

e B3: S — P(B,) définie par B(S) = {a;,---a;, € B. /] 0# A, C (asy,...,a;,), v > 1} Ici,
(aj,,...,a;,) dénote le sous-espace de A engendré par {a;,,...,a;, }. En particulier B(S) = ) si
S € 8. Ceci donne le produit pertensoriel TH (M/T)®,H (T).

e B: S — P(B.) définie par B(S) = {a;, -~ ai, € By / {ai,...,a;,} ¢ A ,u > 1}, ot A, est
le sous-espace de A orthogonal & A,. En particulier B(S) = 0 si S € Sy. Ceci donne le produit
pertensoriel IH (M/T) @, H (T).

Si la base B est ona, alors B = B et donc TH (M/T) ®, H (T) = IH_(M/T)®,H (T).

4 Formes différentielles d’intersection invariantes

Pour une action libre, le complexe des formes différentielles invariantes 12" (M) est naturellement
isomorphe au produit tensoriel Q" (M/T) ® Q' (T). En outre, 'inclusion I1Q (M) C Q (M) est une
équivalence d’homotopie. L’utilisation de ce complexe est une simplification importante a ’heure de
construire la suite spectrale. Cette section est devouée a I’étude du complexe des formes différentielles
d’intersection invariantes 19Q_(M).
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4.1 Définitions Pour chaque a € A, le champ de vecteurs X, est défini par X, = T.P,(a), on
®,.(g) = gz, est un champ fondamental de ®. Puisque T est abelien, le champ X, est invariant.
Son flot est donné par I'action de T, il est donc tangent aux orbites de I'action. Ainsi, X, est tangent
aux strates de ®. La restriction de X, a M — ¥ n’a pas de zéros (pourvu que a = 0!). Etant donné
que chaque application 7, est équivariante, nous obtenons la relation (7,).X, = X,07,. Remarquons
aussi que l'application X: A — E(M) (algebre de Lie des champs de vecteurs de M) définie par
a — X,, est un morphisme d’algebres de Lie.

Le sous-complexe des formes différentielles invariantes
IN(M)={weQ (M)/gw=wsigeT}={weQ (M)/Lx,w=0siac A}
calcule la cohomologie de M (voir par exemple [0]). Nous prouvons un résultat similaire pour

IQ (M) ={weQ (M)/Lx,w=0 pour tout a € A}.

* *
q q

*

Proposition 4.2 Pour chaque perversité ¢ avec 0 < g <1 on a H(IQH(M)) =~ H (M).

Démonstration. 1l suffit de prouver que 'inclusion QE(M ) — QG(M ) induit un isomorphisme en
cohomologie (cf. §2.3). Rappelons que la restriction de & a M — ¥ est une action libre. Les
opérateurs, utilisés dans [0] pour prouver que linclusion IQ (M — ) — Q (M — ¥) induit un
isomorphisme en cohomologie, sont des compositions d’opérateurs du type Ly, Lo et L3 que nous
décrivons maintenant. Il suffira de montrer qu’ils envoient les formes différentielles d’intersection sur
les formes différentielles d’intersection.

Pour chaque variété N, nous considérons sur le produit N x M l'action de T définie par g -
(x,y) = (x,9-y). Posons pr,: N x M — N et pr,,: N x M — M les projections canoniques. On

NxS —

considérera sur N x M le systeme de tubes {7’ = (identité sur N) x 7: N x T, — N X S}
Ses
La perversité g induit sur N x M la perversité N x S +— g(S), que nous écrirons aussi §.

o L1: (N x (M=) — Q (M —1X) est définie par Liw = ][ wApriA ot A e Q(N) est

N

une forme différentielle & support compact et ][ est I'intégration le long des fibres de prj;.
N

1

e Lo: QU (N x (M—-%)) — Q (N x (M —Y)) est définie par Low :/ (H*w)(z,y,t)(0/0t) A
0

dt on H: N x [0,1] x M — N x M est une application de la forme H(z,t,y) = (Ho(x,t),y),

avec H, différentiable.
o L3: QY (M—3%) — Q(T x (M — X)) est définie par Law = P*w.

Nous montrons ensuite que chaque £; envoie les formes différentielles d’intersection sur les formes
différentielles d’intersection.

e Soit w € QH(N x M). Les fibres de 7

N xS

Q;(NXM) et donc wApry A € Q;(NXM) (cf. (2)). Légalité (prM)*{Ker(TNXs)*} = Ker(ry)«

sont incluses dans les fibres de pr. Ainsi, pri A €

implique que 'opérateur / envoie Q_(N x M) dans Q_(M). D’ott Liw € Q_(M).
N
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e Soit w € Qﬁ(N x M). L’application H envoie les fibres de 7,
H'w e Qﬁ(N x [0,1] x M). L'égalité (pry, ,, )« {K@r(
Low appartient a Q_(N x M).

¢ sur les fibres de 7 Ainsi,

% [0,1]x NxS*

TNX[O,l]xS)* = KGT(TNXS)* lmphque que

e Soit w € QE(M ). Les applications 7, sont invariantes et par conséquent l’application ® envoie

les fibres de 7, _, sur celles de 7. Ainsi, Lyw = ®*w € Qq('JI‘ x M). &

S

4.3 Décomposition. Considérons une métrique riemannienne y sur M —3, invariante par ’action
de T et vérifiant u(X,, Xp) = (alb), si a, b € A. Elle existe toujours. Pour chaque a € A la forme
fondamentale X, est la 1-forme différentielle invariante définie sur M — X par X, = u(X,, —). Une
forme différentielle de 1) (M — ) est combinaison linéaire de formes différentielles du type

e AN X Ao A X, -
Y R
partie basique partie verticale

Explicitons ceci. Toute forme différentielle w € IQ" (M — X) s’écrit de fagon unique sous la forme:

(4) S F A X

a€ By

o Xy =1 et Xy, qy, = Xay, A" A Xy, . Nous dirons que (4) est la décomposition de w relative a

B et p. Cette décomposition est unique.
L’opérateur décomposition A: IQ (M — %) — Q (7(M — X)) @ H (T), défini par

Aw) = Z Wy ® a,

a€ B

est un isomorphisme d’algebres graduées commutatives. Remarquons que la restriction A: {X, / a €
H'(T)} — H (T) est, avec les notations évidentes, un isomorphisme d’algebres graduées commu-
tatives; la cohomologie de T est donc calculée par les formes fondamentales de 1’action.

Proposition 4.3.1 L’opérateur A ne dépend pas du choiz de la base orthonormale B (relativement

i (~|-).

Démonstration. Soit B’ une autre base orthonormale de (A, (—|—)). Posons (tu)eep, pep; la matrice
du changement de base: a = Zt“b b, pour tout a € B,. L’égalité Zw*wa ANXy = Zﬁ*wb A Xp se
beB!, a€B. beB!,

traduit par Ztabﬂ*wa = 1w, pour tout b € B,, ce qui implique Zwa ®Ra = Zwb ® b. )
a€Bx a€Bx beB.,

4.4 Le degré pervers. Un calcul. Nous avons déja calculé le degré pervers de m*a (voir (3)).
Celui de X4, A+ -+ AX,, dépend du choix de p. Néanmoins, ||X,||, vaut toujours 1 si a ¢ A;. Il semble

. . L . . . J I . .
naturel de vouloir [[X,||g = 0 si a € A, —{0}. Nous dirons ainsi quune métrique riemannienne p
définie sur M — X est bonne si

a) u est invariante,
b) u(Xa, Xp) = (alb) pour tout a,b € A,
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et, pour chaque strate S € S,
¢) max {HXaHS, ||an|\S} — 0 pourae AL — {0}, et

d) pour chaque (U, ) € A, la restriction de ¢ aux fibres de 7;: (M, — S) — S est une isométrie
sur (S x]0,1/2[, ug + dr?), ot ug est une métrique riemannienne Tg-invariante sur S’.

Les deux premieres propriétés assurent 1’existence de la décomposition A. La quatrieme implique
I'uniformité métrique des fibres de 7,: (M, — S) — S, ce qui sera utilisée dans le Lemme 5.3.3.
Comme on pouvait s’y attendre,

Proposition 4.4.1 Les bonnes métriques existent.

Démonstration. Considérons {M —X, 7,/S € S} qui est un recouvrement ouvert invariant de M. 1l
possede une partition de I'unité subordonnée constituée par des fonctions invariantes controlées (cf.
§2.5). Nous pouvons donc nous restreindre au cas M = 7.

Notons (X, /a € A;> (resp. (X./a € Ay)) le sous-fibré de T(7, — S) engendré par {X,/a € A;}
(resp. {X,/a € A,}). Le sous-espace (X,/a € A;) est transverse a Ker{7,: (7, — S) — S}, tandis
que le sous-espace (X,/a € Ay) est tangent. Nous avons donc la décomposition invariante:

T(T,—S)=Ker{ry: (T, - S) — S}, ® (X./a € A;) ® C.
Nous construisons p en deux temps.

e Ecrivons, pour chaque a € A, Z, le champ fondamental de S’ relatif & ®°. Le group structural
Z, de A, est compact et laisse invariant Z, (cf. §1.2). Posons p, une métrique riemannienne
sur S, invariante par Z, et vérifiant pu,(Z,, Z,) = (ala) pour tout a € A,. La métrique
pg +dr? de Sts x]0, 1] s’étend en une métrique riemannienne j; sur Ker{ry: (7, —S) — S}..
Elle est invariante (chaque g € T agit sur 7, comme morphisme de fibration a groupe structural
d’apres §1.2 iv)) et vérifie py (X,, X,) = (ala). Remarquons que pour chaque (U, ¥) € A, nous
avons Y*(ug, + dr?) = p.

e Considérons jip une métrique riemannienne sur S, invariante par T, et v la métrique sur
(X,/a € A;> définie par v(X,, X;) = (a|b) pour tout a, b € A;. Remarquons que (7).
envoie injectivement les fibres de C sur les fibres de T'S. La métrique v + 7)o est donc une

o . . . . L
métrique riemannienne invariante sur (X,/a € A ) & C.

Posons finalement 1 = py + v + 72 . Par construction elle vérifie a), b) et d). La restriction de
pa (Ker{ry: (7, — 5) — S}*)L = (X,/a € A;) © C est de la forme 72(vo + p10); ol nous avons
écrit vo((74)«Xa, (75)«Xp) = (alb) pour a, b € A: Ainsi, X, = 777 pour une forme différentielle
v € Q'(S). Par conséquent, ||Xa||s < 0 et |[dXa||s < 0. Puisque Xo(X,) = 1, nous obtenons c). &

Nous fixons pour la suite de ce travail une bonne métrique sur M — X.

4.5 Classe d’Euler. Les propriétés §4.4 a) et b) impliquent la nullité de ix,dX, pour tout a, b € A;
la forme dX, est donc basique. La forme différentielle e, € Q°(7(M — X)) définie par la relation
dX, = e, est la forme d’Euler associée a a; elle dépend de la métrique p choisie. Remarquons
que e, est un cycle vérifiant [le,|| <2 pour tout S € S. La classe [e,] € IH;(M/’]I‘) est la classe

d’Euler associée a a. Pour tout a € A; nous avons ||ey|| o < 0 (cf. §4.4 ¢)).
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La forme d’Euler dépend de la bonne métrique choisie; ce qui n’est pas le cas pour la classe d’Euler
(apres normalisation). En effet, soit p/ une autre bonne métrique sur M — ¥ et a € A. Notons e,
la forme d’Euler correspondante. Les formes e, et e/ sont aussi des formes d’Euler relativement a
'action de T sur M — X, qui est une action libre. On sait donc que les classes d'Euler [e,] et [¢/,] sont
égales dans H' (M —X)/T). 1l existe donc v, € Q' ((M —X)/T) C Q;(M/']I‘) telle que e, —€), = d,

2
et donc [e,] = [e;] dans TH_(M/T).

Le degré pervers d’une forme différentielle d’intersection est calculable en termes du degré pervers

de ses composantes de la fagon suivante.

Proposition 4.6 Fizons S une strate singuliére de M avec S € Sy. Pour chaque w € IQ (M — )

nous avons max{||w||s, ||dw||s} = max{||wa||w(s), ||dwall, s, / a € B*}.

Démonstration. La décomposition de w est w = Z?T*wa A X,. La relation ||lw||, < j est équivalente
aE By
a:

“w(ug, . ..,u;) = 0 pour toute famille de vecteurs {uo,...,u;} tangents a Ker{r,: (Mg —S5) — S}.”.

La condition §4.4 ¢) implique que Ker{rg: (M — S) — S}, est inclus dans (X,/a € A)*. Ainsi
la relation précédente devient

“m*wa (o, - .. ,u;) = 0 pour tout a € B, et
pour toute famille de vecteurs {uo, ..., u;} tangents a Ker{r,: (M, —S5) — S}H.”.

Puisque m {Ker(r,).} = Ker(p,)., la condition précédente se transforme en

“wq(vo, ..., vj) = 0 pour tout a € B, et
pour toute famille de vecteurs {vy,...,v;} tangents a Ker{p,: 7n(M, — S) — =(S)}.”.

Clest-a-dire, l'assertion [[w||; < j est équivalente & [|w,l|, ;, < j pour tout a € B..

Remarquons 1’égalité
(5) do=>>" " wdws AXg + (—1)"7"we A dX,,
u=0 a€ By
ou i est le degré de w. Puisque p est une bonne métrique on a maX{HXaHs, HanHS} < 0, pour
fout @ € B.. Ainsi, maX{Hdes,HwaHﬂ(s) /ac B*} - maX{HnHS,HwaHﬂ(S) /ac B*}, ot 7 =

3 7 dwaAX,. Ainsi, max {||dw||s, wal s, /@ € B*} < § est équivalent émax{||wa||ﬂ(s), | dewall.s, / @ €
a€ By

B*} < 7, ce qui acheve la démonstration. )

Proposition 4.7 Fizons S une strate singuliere de M avec S € S;. Choisissons B une base or-
thonormale de A avec ay € A,. Pour chaque w € IQ)' (M — X) nous avons

mas { [l ol = mase { el + L [l s, + L ot s (=1 Al s }

calculé sur o’ € B, ={ay-ajy---a;, | 1 <ig<---<i,}, " € Bl =B, — B etu>0.
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Démonstration. La décomposition de w est w = Zﬂ*wa A X,. La relation ||w]|, < j est équivalente
aGB*
a:
“wlug, . .., u;) = (ix, w)(uo, - ., uj—1) = 0 pour toute famille de vecteurs
{ug, ..., u;} tangents a Ker{r,: (M, —S) — S}, N (X, ) 7.

La condition §4.4 ¢) implique que Pintersection Ker{r,: (M, —S) — S},N(X,,)" est incluse dans
(X,/a € A)*. Ainsi la relation

(6) “w(ug, . ..,u;) = 0 pour toute famille de vecteurs{uy,...,u;} tangents a
Ker{r,: (M, —8S) — S}t.N (Xa,)7.
devient
“m*wq(uo, . . ., u;) = 0 pour tout a € B, et

pour toute famille de vecteurs {uq, ..., u;} tangents & Ker{r,: (M; —S) — S}. N (X4,) ".

Puisque 7, envoie surjectivement Ker{r,: (M, — S) — S}.N(X,,)* sur Ker{p,: n(M, — S) — 7(S)}.
(n’oublions que 7,.X,, = 0) la condition précédente se transforme en

“wq (v, . ..,vj) = 0 pour tout a € B, et
pour toute famille de vecteurs {v,...,v;} tangents a Ker{p, : (M, — S5) — =(S)}.”.

C’est-a-dire, I'assertion (6) est équivalente a |[w,]|, , < j pour tout a € B..

Pour chaque a’ = a, - a” € B, nous avons ix, Xo = Xe». Si a” € By alors ix, X, = 0. Ainsi, la

n
décomposition de iy, w est: ix, w = E E (—1)"“T*Way.ar A Xgr. Linégalité ||w||4 < j est donc
u=0 a”"€ By

équivalente a max {||wa/\|ﬁ(s) +1, HwauHW(S)} < j, pour tout &' € B, a" € B.

Puisque 4 est une bonne métrique on a max {||Xan||s, ||an”||s} < 0, pour tout a” € B.. Ainsi,
maX{HdeS’ ||w“'||w(5) +1, ||w‘l”||w<3> / a E*’a” < B’/"/} - maX{Hana Hwa/HW(S) + 1, ||Wa”||w(s> / a €
B.d' € B;j}, ot

77 = i Z 7T*dwa VAN Xa + i Z (—1)i7uﬂ'*wa1.a// AN 7'('*6(11 A Xa”

u=0 a€B, u=0 a"’€eB!!
n n
= E E T dwe N Xo + E E ™ (dwau + (= 1) "wayar A eal) A Xgr,
u=0 a’eB), u=0 o/’ eB!/

(cf.(5)). Ainsi, max {[wll, lldell, } = max {llwiwll o, + 1, [warl sy ol / o € Bloa" € BI} <

est équivalent & max {Hwa/Hﬁ(s) + 1, |[dwar|l, s + 1 [lwar ], s [dwar + (=1)""wayar A ea1‘|ﬂ(5)} < j,
pour tout o’ € B), a" € Bll, w > 0. D’ou le résultat. &
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5 Suite spectrale

Nous construisons dans cette section la suite spectrale {_E_}, qui converge vers H (M) et dont
le deuxieme terme dépend de la cohomologie d’intersection de I'espace d’orbites M/T et de la co-
homologie de T. Nous suivons la méthode habituelle des fibrations: filtration du complexe des
formes différentielles d’intersection invariantes de M par le degré vertical déterminé par la projection
m M — M/T.

Fixons sur M/T une perversité¢ 7 vérifiant 0 < 7 < z, ot z(7(S)) = ¢, — 1, et posons, comme
précédemment, g la perversité induite sur M, définie par g(S) = 7(n(S)). Elle vérifie 0 < g < 1.
Nous fixons une famille {a /S € S} telle que chaque a, engendre A, unitaire si S € Sj.

5.1 Filtration. Posons R la strate réguliere de M. La projection 7: R — 7(R) est une fibration.
Nous définissons la filtration

o= F IQ(M)={0} C F

dim M +1 dim M

IO (M) C-- CFIQ (M) =F "IQ (M) =

de I Qq(M ) de la facon suivante

F IO (M) = {w € 107 (M) / |||, < u}.
Pour tout a € A nous avons dX, = 7"e, et ainsi |[dX,|[, ,, <0, par conséquent ||dw||_, < |[w]],
pour tout w € IQ (M — X). La filtration est donc préservée par la différentielle d. En procédant
de fagon standard, nous associons a cette filtration une suite spectrale {_E _} du premier quadrant
convergeant & H (M) (cf. §2.3). Puisque cette filtration ne dépend des choix faits (bonne métrique

i et base B) il en sera de méme pour la suite spectrale.

Nous entreprenons maintenant la tache de calculer le deuxieme terme {_F,} de cette suite spec-
trale.

5.2 Les termes (_E,, dy) et (_E,,d;). Par définition, la suite courte

0— FIQ (M) — F'IQ (M) — E" — 0
est exacte. Puisque dFU]QZH(M) C FHIIQ?UH(M), la différentielle dy de la suite spectrale est
I'application nulle. Ainsi _E, =_F

0*

Considérons l'opérateur intégration le long des fibres

F IO (M)
/ FIQ (M

(M/T)® H"(T)

*
T

e

u

défini par / [w] = Z W, ® a, ou [w] est la classe de w = Z Zﬂ*wa AXq € F*IQ;M(M).

’ aeBu w=0 a€ By

D’apres les Propositions 4.6 et 4.7 'opérateur / est bien défini. Il est clairement injectif. La

U

différentielle d; devient sur I'm la différentielle 0 = d ® { identité sur H (T) } (||dXq| |W<R) <a-—1

pour tout a € B, et I'égalité (5)) Ainsi,

(7) E dy) = (]m/ ,0).
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Proposition 5.2.1 L’opémteur/ ne dépend ni de la base orthonormale B de A (relativement a

U
(—|—)) ni de la bonne métrique p choisies.

Démonstration. Pour I'independance sur le choix de la base B nous raisonnons comme dans le Lemme

4.3.1. Posons g/ une autre bonne métrique. Soit w € F" Q;+u(M ). Par définition, nous avons: w =

n+ Z T*wWa AXe =10+ Z Wl AXL avec n, 1 € FUH[Q?F“ (M). D’apres §4.5, pour chaque a € B,
aEBu aEBu

la forme différentielle X, —X/ appartient a FllQ;(M). Ainsi, Z T (wa — W) AXg € F7IQ™ (M)

q
a€EBy,
et donc w, = W/, pour tout a € B,. D’otu le résultat. &

5.3 Réduction de _F,. La procédure suivie dans les Propositions 4.6 et 4.7 permettrait de ca-

ractériser les éléments du produit tensoriel Q(M/T) ® H'(T) qui appartiennent & I'm [ ; mais

cette caractérisation se complique du fait que la base B n’est pas ona (voir Lemme 5.3.4 pour le cas
d’une strate). Nous exhibons dans cette section un sous-complexe ./\/; “(M/T) de Im qui lui est

T
cohomologue et de présentation plus simple. Pour cela nous avons besoin de I'opérateur V¢ que nous
introduisons maintenant.

5.3.1 L’opérateur V. Considérons S une strate singuliére de M. L’opérateur d,: H (T) — H™ (T)
est défini par linéarité a partir de

u

55 (ail T aiu) = Z(_l)j_l(aij |a5) @iy wr @y Qg w0 Ay,

J=1

c’est un morphisme d’algebres graduées commutatives. En fait, il est caractérisé par 1’égalité
ds(a) = Alix, Xa). Cet opérateur ne dépend pas du choix de la base orthonormale B (relative-
ment a (—|—)). Remarquons que si S € &y alors a, = 0 et donc §, = 0. Les propriétés suivantes
découlent directement de la définition.

e d,(a)=0siaec H(T),d,(a) = (a|lay) sia € H (T),
o . (a; - -a;)=0si{a;,...,a;,} C A;,
e 0.0, =0etd (a-b)=6s(a) b+ (—1)"a-04(b),sia € H (T).
Définissons 'opérateur
Ve Q(@(M-%)@H(T) — Q (x(M-%))@H ' (T)

par linéarité a partir de V (n ® a) = n ® d,(a). C’est un morphisme d’algebres graduées commuta-
tives. Si S € & alors V, = 0. Si la base B contient a;, disons a; = ag, alors l'opérateur V
s’écrit:

n®a  sia=ay-ad’

(8) Vs ®a) = { 0 sinon.

On remarquera finalement la relation V 0 = 0V .
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5.3.2 Le complexe NF(M/’]I‘) Pour chaque u > 0, on posera /\/?u(M/T), le sous-complexe
différentiel de _(M/T) @ H"(T) constitué par les éléments n vérifiant

max { ||Vl s, [0V mll 5, } < 7(7(S)) = 2.

pour tout S € S. Ici on a éerit [[£][ 4 = max{||§a||ﬂ<s) / a € Bu} pour tout & = Z{a ® a

acBy
appartenant a Q;(M /T) ® H"(T). Remarquons que ce complexe ne dépend ni du choix de la base

orthonormale B (relativement a (—|—)) ni de la bonne métrique .

La motivation pour I'introduction de ce complexe est le résultat suivant (voir aussi (9)).

Lemme 5.3.3 Supposons que M ne contient qu’une strate singuliere S, qui est dans S;. Considérons
le complexe différentiel

M (M]T) = {n € (M/T) / il eaiste € € Q" (r(M — X)) avec

(i) ||§||W(S) <TF(m(S)) et (i) |[|[d€+nA 6“3“ < TF(mw(S)) pour tout S € S}.

Alors, Uinclusion Q_(M/T) — M_(M/T) induit un isomorphisme en cohomologie.

3
Démonstration. Remarquons tout d’abord que Qii(M /T) est un sous-complexe de M. (M/T) car
nous avons ||eq ||, (s) < 2. Nous procédons en plusieurs étapes.

e Localisation du probleme. L’existence de partitions de 'unité constituées de fonctions controlées
permet d’appliquer la technique habituelle de Mayer-Vietoris. Ainsi, le probleme se réduit a mon-
trer que pour toute carte (V,1) € Br), avec V ouvert contractile, I'inclusion Qi_§(p;1(V)) —

M (p;*(V)) induit un isomorphisme en cohomologie. Dans la suite on identifiera pg'(V) avec
V x ¢S' /T, par Vintermédiaire de 1. Le degré pervers || — || (s) est maintenant relatif a la projec-
tion canonique pry: V x S' /T x]0,1/2[— V.
La démonstration de la Proposition se réduit a prouver que l'inclusion Qi_i(V x S /T,) —
M (V x ¢S' /T,) induit un isomorphisme en cohomologie.
® Réduction de V x ¢S's /T,. La restriction de la forme d’Euler e, & V' x S /T x]0,1/2[ s’écrit
sous la forme
€a. = Prie, +e4.,
S S S

ot Pr:V x 8% /T x]0,1/2[— S /T est la projection canonique, €, € Q°(S’s /T,) est la forme
d’Euler relative & (®°, ) et Eag est une forme différentielle qui s’annule sur les fibres de pry (cf.
§4.4 d)). Cette derniere condition équivaut a |le, ], o < 1. Ainsi, M_(V x S /T,) est engendré
par les éléments de Q (V' x ¢S’ /T,) vérifiant (i) et (i) ol on remplace ea, Par Prre, . De la méme
fagon, le complexe M (cS’s /T,) est engendré par les éléments de 0 (cS’s /T,) vérifiant (i) et (ii) ol
on remplace e, par pro*e, . lci pro: S /T x]0,1/2[— S’s /T, est la projection canonique.
La projection canonique pr: V x ¢S /T, — ¢S’ /T, et I'inclusion J: ¢S% /T, — V x S /T,
définie par J(¢) = (z0,(), o zp € V est un point base, préservent le degré pervers. En fait, elles in-
duisent des quasi-isomorphismes pr*: Q (¢S /T,) — Q (V x ¢S' /T,) et J*: Q(V x ¢S’ /T,) — Q (S
(voir par exemple [0] et [0]). Plus exactement, J*pr* est I'identité sur Q2 (¢S% /T,) et pr*J* est homo-
tope a l'identité de Q" (V xcS’s /T, ). Un opérateur d’homotopie H: Q' (V x ¢S's /T,) — Q. (V x S's /T,)



Cohomologie d’intersection des actions toriques simples. 16

1
est donné par Hw = / igjoch*wAdt ottw € Q (VxeShs [T,), ot h: V x ¢S’ /Ty x [0,1] — V x ¢S's /T,

0

est une homotopie définie par h(z,(,t) = (ho(z,t),{) ot hg: V x [0,1] — V est une contraction
différentiable de V' en wy. L'opérateur H vérifie dHn = Hdn + (—1)"(n — pr*J*n) pour tout
neQ (VxcS's/T,). Les relations

1. Pr=proopr, pro= ProJ et

2. H(n A Prre, ) = Hn A Prre,, pour chaque n € Q' (V x S' /T, x]0,1[),
montrent que pr*: M_(¢S's /Ty) — M (V x ¢S's /T,), J*: M_(V x S's /Ty) — M_(cS's /T,),
(E: M (V x ¢S /T,) — M;_I(V x ¢S’ /T, ) sont des opérateurs bien définis. Ainsi, dans le dia-
gramme commutatif suivant

*

O _(cS's /T,) o - O (VxS /T,)
) prr .
M. (cS's /T,) - M_(V x cS'/T,)

les fleches horizontales sont des quasi-isomorphismes.

La démonstration se réduit a prouver que 'inclusion Q;i(chs JTy) — M (cS' /T,) induit un
isomorphisme en cohomologie.
e Réduction de cS' /T,. Posons hy: ]0,1[x[0,1] —]0, 1[, 'homotopie hi(r,t) = r(1 —t) + t/4 qui
ramene ]0,1[ & 1/4; et donc, S' /T, x]0,1[ sur S% /T, x {1/4} = S' /T,. Remarquons que dans
S's /T, le degré pervers ||n||rs) de n devient tout simplement son degré deg(n). La procédure
suivie dans le pas précédent, transforme la question “Q;_i(chs JTy) — M (S /T,) est un quasi-
isomorphisme” en “Cy(S% /Ty) — C3(S' /T,) est un quasi-isomorphisme”. Ces deux complexes
sont définis de la fagon suivante.

7(m(S))-3
L Ci(S's/T,) = P Qz(gfs/qrs)@{QWSM(S@S /Ts)md—l(o)}.
=0
R(n(S)-2 i
2. C3(S's /T,) est engendré par les élémentsn € D) Ql(st/Ts)@{Q“”(s””(st/qrs)md*l(())}
=0

T(m(5))
pour lesquels il existe une forme différentielle ¢ € @ Q' (S /T,) telle que d¢ +n A €a SOt
i=0

dans Q"7 (S /T,).

La démonstration de la Proposition se réduit & prouver que l'inclusion C; (S /T,) < C;(S% /T,)
induit un isomorphisme en cohomologie.

e L’inclusion C;(S' /T,) — C;(S% /T,) est un quasi-isomorphisme. Remarquons les égalités sui-
vantes.

1. Ci(S's /T,) = Ci(S’s /T,) = Q' (S's /T,), si i <7(n(S)) — 3.
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2. Ci(S's /T,) N d~'(0) = Ci(S's /T,) N d(0) = Q' (S’s /T,) N d~1(0), si i = F(n(S)) — 2.

3. Ci(S's /T,) = {n € Q'(S's /T,) Nd=1(0) / il existe £ € Q' (S% /T,) vérifiant dé + 1y A e, = o} et
Ci(S% /T,) = {0}, sii =7(x(5)) — 1.

4. Ci(S's /T,) = Ci(S's JT,) = 0, si i > F(n(S)).

Soit donc un cocycle € Q77 (S /T,) pour lequel il existe &€ € Q7 (Sls /T,) vérifiant
d§ +n A €a, = 0. Nous devons trouver v € QF(W(S))_Z(S‘]S/TS) avec dy = m, ce qui achevera la
démonstration. L’action ®° est libre et 1 < 7(x(S)) < dim(S% /T,) (le cas 7(7(S)) = 0 étant
évident); ainsi, par Gysin, I'application

7(m(5))—1

/\[Eas]: H (SES /Ts) N H?(w(S))H(SZS/TS)
est un monomorphisme (remarquons que H' (S'/G) = 0 pour 0 < i < £ si G est fini d’aprés [0,
pag.132]). Puisque [n A€, ] = 0 on trouve le  voulu. &

. . . U .. .
Nous prouvons maintenant que l'inclusion N; (M/T) — Im / est un quasi-isomorphisme.
T, u

Lemme 5.3.4 Pour chaque u > 0 le compleze N (M/T) est un sous-compleze de Im/ . Cette

incluston induit un isomorphisme en cohomologie.

Démonstration. L’existence de partitions de l'unité constituées de fonctions controlées permet
d’appliquer la technique habituelle de Mayer-Vietoris et de supposer que M ne possede qu’une strate
singuliere, disons S. Distinguons deux cas.

e S €8y Lopérateur V est I'opérateur 0 et ainsi N (M/T) = Q_(M/T)@H"(T). D’autre part,
sin®@a e Q (M/T)® H"(T) alors m*n A X, € F'IQ ™ (M) (cf. Proposition 4.6) et / (TN A Xq) =

q
T,u

n® a. Ceci donne I'm [ = (M/T)® H"(T), d’ot le résultat.

e 5 € §;. Puisque les complexes en jeu ne dépendent pas du choix de B nous choisissons une base
N, ®a" sia=ay-ad’

orthonormale B de A avec a; = a,. L’opérateur V est la projection n,®a — { 0 <inon

Ainsi,

N(MT) = { Z N ®a€Q (M/T)® H (T) /

a€B,,

max{HUa’HﬂS), Hdna’HMS)} < 7(n(S)) — 2 pour tout a’ € B;}
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D’autre part, 1’égalité / (Z TN A Xa) == Z M. @ a et la Proposition 4.7 impliquent:
T

U aeBy, a€By

]m/m = {Zna®aegj(M/T)®H“(T)/

a€B,,

ilexiste Y &r@d €Q(r(M-3)®H" (T) avec

" "
a eBufl

1. max {||na/||w(s), ||d77a’||w(5)} <7(m(S)) — 1 pour tout «’ € B),

2. [[€al sy S T(w(S)) pour tout a” € B;_; et

3. ||d€ar + €ay A Mayarl], s, < T(m(S)), pour tout a” € B;’l}.

Ecrivons H' et H" les sous-espaces de H' (T) engendrés par B!, et € B! respectivement. Alors,

Ny = el (mmen) o (/T e} et
©) Im/ = (M(M/T)eH} & {QO(M/T)oH"}.

Il suffit maintenant d’appliquer le Lemme 5.3.3. [

5.4 Calcul de _F,. Pour déterminer le deuxiéme terme de la suite spectrale nous utilisons le
produit pertensoriel Q (M /T)®,H" (T), qui est une approximation par le haut de N~ (M/T) (voir
Proposition 5.4.4). Et ¢’est une bonne approximation car la cohomologie Q;’u du quotient est calculée
a partir de la cohomologie des strates singulieres (cf. Lemme 5.4.2 et Lemme 5.4.3). Nous obtenons
ainsi la suite exacte longue

v—1,u

s TH (M/T)@,H(T) — Q" " — E." — [H (M/T)@,H"(T) — --- .

qui détermine _F,.
Lemme 5.4.1 Le complexe N (M/T) est un sous-complex différentiel de Q (M/T)®,H"(T).

Démonstration. Soit n = Z Ne @ a € N"(M/T). 1l suffira de prouver que si a = a;, - - - a;, € B,

ac B,
et S € Sy, avec A, C (ay ...a;,), nous avons ||n,|| . < 7(w(S)) — 2. Par hypothese, I’élément V n

n

7(S)

s’écrit sous la forme Z Ve ® ¢ avec || ve[|, 5, < T(7(S)) — 2; en fait, . = Z(as|aj) Naj-c-
cEBy 1 _]:1
Quitte a reordonner B, nous pouvons supposer a = ay - - - a,, avec (ag|ay) # 0. Posons b = as - - - ay,.
Puisque a; - b =0 pour j € {2,...,n} et (agla;) =0 pour j € {u+1,...,n} (car a, € (ay...a,) et
B orthonormale) nous avons 7, = (ag|a) 74,.- Dot ||77a||7r(5) <7F(w(9)) — 2. &
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Lemme 5.4.2 [] existe un isomorphisme différentiel

QUM/DDHT) |, UET)

Démonstration. L’existence des partitions de 'unité constituées des fonctions controlées implique
que la restriction des formes différentielles induit 'isomorphisme différentiel suivant

Q (M/T),H'(T) D QO (7 (7))@, H'(T)
NEOIT) P T N (L)

Il suffit donc de construire, pour chaque S € S, un isomorphisme différentiel

UETNOHT) QT
F?,S' N;u(ﬂ_(z];)) 9275(71—(7;)) ®5S (< c Bu / ( (S>> - O>)

Fixons donc S € §. Tout d’abord quelques notations. Pour chaque v > 0 on écrira:
B ={a€ B, /a(r(S)) =0} et B, ={a€ B, /a(x(S)) =2}

Ceci donne la décomposition B, = B, U B]. Remarquons aussi que J, envoie le sous-espace vectoriel
(a € B) dans lui-méme. Alors on peut écrire:

Q (m(T,))®,H" (T) Q (n(T,)) ® (a € B,)

NPT fneam(T) e ae B | Ve (f(T) @ (ae By}

Nous définissons I'_ . par linéarité a partir de

I s @] =[] @ ds(a),

ot [[~]] dénote classe d’equivalence. C’est un exercice d’algebre linéaire de prouver que I', ; est un
isomorphisme différentiel. &

La cohomologie du complexe précédent se calcule a I'aide de la cohomologie des strates singulieres

de M/T.
Lemme 5.4.3 Pour chaque S € S; nous avons H (*—S’);)) = H*72[F(ﬂ§S))](S/T), ot [—]

dénote la partie entiere.

Démonstration. Notons e,  (resp. €, ) la forme d’Euler associée a ag et relative a (@, u) (resp.
Q' (x(T,)
O _(n(1.)
degré {egg} =2ng <

(@, 1uy)). Désignons par ng l'entier [@] Posons F: Q"5 (S/T) — 'application

30

n

définie a partir de F'(n) = pinA €5 Elle est bien définie car llpinAe;

Wl
g '17(S)
7(m(S)). Nous allons prouver que F' est un quasi-isomorphisme.

Par la technique habituelle de Mayer-Vietoris, le probleme se réduit a prouver que

Q (p3' (V)
@ (pt(V)

7—2 S

.. *—2ng .. .
“la restriction F': Q (V) — est un quasi-isomorphisme”,
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ou (V,9) € By avec V. C 7(S) ouvert contractile. Identifions p_'(V) avec V x ¢S /T, par
I'intermédiaire de 1. Le probleme se réduit a montrer que

Q (V x ¢S’ /T,)
QO (VxS /T,)’

“'opérateur Fy: R — ou Fy(1) = [Pr*ers ]] est un quasi-isomorphisme”,

ot Pr: V x S /T x]0, 1[— S’ /T, est la projection canonique. Dans la démonstration du Lemme
Q(V x ¢S’ /T,)
Q _(Vx S's /T,)
par lintermediaire de Pr, a H' " (S /T,) @ H ™7 (S /T,). La démonstration est teminée car
la. cohomologie H™(S% /T;) est engendrée par {1,¢,, ..., egs )/2} &

5.3.3 nous avons prouvé que la cohomologie du complexe quotient est isomorphe,

Le calcul de Q;’u est fait dans la Propositon suivante. Nous écrivons r, la dimension du plus
petit sous-espace de A contenant A, et engendré par un sous-ensemble de B, c’est-a-dire, r, =
—#(BnN A;); en particulier, r, =051 S € Sp.

Proposition 5.4.4 Il existe un isomorphisme!

(L (M/T)®,H"(T) LS (nm)-(00%)
a N (M/T) )‘@{H S/ |

Démonstration. D’aprés les Lemmes précédents il suffit de prouver 1'égalité d1m5 ((a € B)) =
("_1) (” "s ) pour toute strate S € S;. Posons, pour simplifier les notations, BﬂA ={ar 41, an}.

n—u n—u

Tout élément de (a € B;,) contient a; - - - a,, c’est-a-dire, (a € By) = a1+ - a,, -Au s (Argt1s s an)
et donc 0,((a € By)) = d4(ar--ar,) AT (@rgt1,- - - an). D'autre part, les éléments de (a € B,),

et donc ceux de 64((a € By)), ne contiennent pas a; - --a,_. Ainsi 0,({a € By)) Nds({a € By)) =0
et donc dimd ({a € B))) = dimd ({a € B,)) —dimd,((a € B)). Puisque on a trouvé dimd({(a €

Bl)) = (17s) = (""s), il ne reste qu'a prouver dim 55((a € B.))=("")).
S
a.la,
Considérons pour cela la famille {b; = a1,by = as — EZi:Zlial, b =ap — <(CLSS|\CL1S))CL17 b 41 =

N an}, qui est une base de A. Elle vérifie d,(b1) # 0 et 0,(b;) = 0 pour ¢ € {2,...,n}.
Ainsi, dim 6, ((a € B,)) = dimd, (A"(br,...,b,)) = dimby - A" (bo,....0,)) = ("21) = ("2). &

Nous donnons maintenant le principal résultat de ce travail.

Théoreme 5.5 Soit &: T x M — M une action simple du tore T sur une variété M. Pour chaque
perversité T sur M/T avec 0 < T < %, il existe une suite spectrale {_E} convergeant vers H (M)
telle que, si nous fixons une base B de l’algébre de Lie de T, le deuxieme terme est determiné par la
suite exacte longue

(10) o —TH (M/T)®,H(T) — Q" — E," — IH (M/T)®,H"(T) — - - ,
0" =@ { -2 g /T)}(Z_i)—(”ﬁ?)

SeS
S7 la base B est ona alors

LE = IH (M/T)®,H (T).

'On écrira {—}=0 = {0} et (§) =0sib<0oub>a.
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Démonstration. La suite spectrale {_F_} est construite dans la section 5.1. Dans la section 5.4 nous
prouvons que le deuxieme terme de cette suite spectrale est déterminé par la suite exacte longue (10).

Finalement, si la base B est ona, on a ry, < 1 pour tout S € S et donc E,” = IH (M/T)®,H (T).
&

5.6 Remarques.
a) Pour u < 0 et u > n nous avons Q" = 0 et ainsi £, = IH (M/T) ® H"(T), si u < 0, et
U~ ¥ u . N 2 siSe 81

E=1H _(M/T)® H (T), si u>n, ous(n(S)) = 0 siSes,

b) Si la famille {A, / S € S} est libre alors nous savons que 'algebre de Lie A possede une base
ona et ainsi " = TH (M/T)®,H (T). Ceci est toujours le cas si le nombre de strates de Sy est
inferieur ou égal a la dimension du tore.

c) La suite spectrale {_E_ } ne dépend pas du choix de la base B. Dans la suite exacte (10) les
termes TH (M/T)®,H (T) et Q" dépendent de B.

d) Pour A-presque tout choix de B, cette base vérifie r, = n si § € S;. Ainsi, si 'on fixe
u < n, nous avons @ = 0 pour tout a € B, (cf. §3.3). Par conséquent, ITH (M/T)®,H"(T) =
TH (M/T) ® H"(T). Prenons 7 = 0, d’apres §2.3 nous avons ]Hg(M/']I‘) ~ H (M/T). La suite
exacte (10) devient:

vt ’ - )
— B (M/T) 9 H'(T) — P {H (5/11")}

SES;

— B, — H (M/T)@H(T) — -+,

Nous voyons ainsi la différence entre le cas out @ est libre (pour lequel £, = H" (M/T) @ H"(T)) et
le cas ou ® est simple. Il faut néanmoins noter que pour ce choix de la base B le terme résiduel est
le plus compliqué possible car il possede le nombre maximal de termes.

e) Si l'action est libre, cette suite spectrale coincide avec la suite spectrale de Leray-Serre car
S = (). Sile tore T est de dimension 1, toute base distinguée est ona et la suite spectrale dégénere
en la suite exacte longue:
-1 Nle]

o — [H (M/T) — H'(M) — [H' _(M/T) =% TH"" (M/T) — --- |

()
nous retrouvons ainsi la suite de Gysin de [0].

f) Dans ce travail nous avons approximé le premier terme de la suite spectrale par le haut en
utilisant inclusion N (M/T) < Q_(M/T)®,H"(T). On aurait pu agir de facon duale en utilisant
Pinclusion Q (M/T) @, H"(T) < N (M/T), ce qui est une approximation par le bas. Dans ce cas,
on peut montrer que le deuxieme terme de la suite spectrale est déterminé par la suite exacte longue

- — [H (M/T) @, H'(T) —, E," — R — IH'" (M/T) @, H'(T) — -,

()

T(7(3))
2

ot RV = Dges {H”*Q[ ](S/T)}(

5.7 Exemple. Avec I'exemple qui suit nous voulons illustrer la suite exacte (10) qui détermine le
deuxieme terme _E, de la suite spectrale.
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5.7.1 Description de ’action. Considérons 'action
U: (St x St) x Cmtnet2 —, Cm+2+2 définie par (21, 22) (U1, - -+, Uy g1, Wiy - -+ Wnyt1) = (21701, .., 21-
Vpyi1y 22 Wiy vy 21 * Wpyt1), O My > 1 et mg > 1. Cette action du tore T = S! x S! préserve la
norme de C™*+"2+2 ¢lle induit donc Paction ®: T x S2m+n2)+3 __, §2(mi+n2)+3 gur 1o sphere unité.
Nous écrirons S2"+72)+3 comme le joint S?1+! % S22+ clest-a-dire, le quotient
st L) LG e e

Sur le premier facteur (resp. le deuxieéme facteur) I'action de T se réduit a I’action de S' x {1} (resp.
{1} x S') sur §?"1*! (resp. S?"2*!) par le produit de nombres complexes, c’est-a-dire, 'action de
Hopf.

Dans S*™+78)+3 nous trouvons deux strates singulieres S; = S¥™+1, G, = §?2+1 et la strate
réguliere R = S?™+1 x §2m2F1x] — 1. 1[. L’espace d’orbites est le joint CP™ x CP™ et nous avons
7m(S1) = CP™, 71(S2) = CP™ et m(R) = CP™ xCP™ x]0, 1], qui sont les strates de I’espace d’orbites.

5.7.2 Premiere perversité. Une perversité 7 sur CP™ x CP™ s’identifie au couple d’entiers
(7(m(S1)),7(w(S2))). Nous considérons d’abord le cas 7 = (2, 2) et calculons ,, E.

(2,2) 2"
Ecrivons f: | — 1,1[— [0, 1] une fonction différentiable antisymmétrique avec f(x) =1si 1/4 <
x < 1. Posons ey, ey les formes d’Euler canoniques de CP™ et CP" respectivement. Nous écrivons
aussi eq, ey et f les formes différentielles induites dans le produit CP™ x CP™ x| — 1, 1[, partie
réguliere de CP™ « CP"2. Un calcul direct a I’aide de Mayer-Vietoris donne

IH (CP™+CP™) = (1,[df A 61 neg] [ 1<i;<m;j=1,2),

IH(ZO)(CP"1 x CP"2) = (1,[df A e’f A eZ;], lea] /1< i3 <nyp,2<iy <y,
IH(O72>((CP”1 x CP"2) = (1,[df A e’f A 6;2], le1] / 2 <y <ny, 1 <idgp < my),

IH(*2 2)(CPnl « CP™) = (1,[df Nept Aeg],le],lea], [ex ANea] /2 <i; <njj=12).

(cf. [0]). Ici, (—) dénote “espace vectoriel engendré par”.

Nous choisissons deux bases orthonormales de A = R? et calculons la suite exacte (10) qui

détermine le deuxieme terme ,, E,.

As,

A
a2

b2 A51

i) By = {a1,as}. C’est une base ona, ainsi:

"= [H, (CP"+CP™)®, H'(T) =
]H(*”)((CPM*CPW)@(D} IH cpm*(cpnz)@@)}

)
o {1 (ccpnl*cpnz)®<a1>} o {1 (CP"l*CP"2)®<a1-a2)}.

(2,0) (0,0)

E

(2,2) 2

*

(0,2) (
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ii) By = {b1,b2}. D’apres la Remarque 5.7 a) nous savons déja que

*,0 *,2

E

(2,2)772 (2,2) "2

[H,, (CP" «CP™)@ H(T) et ,,E," =IH, (CP"«CP")®H (T).

Posons v = 1. A partir de la suite exacte (10) on obtient
({1, cPrcPy e ()} o (B (CP o (CP™) ) v#2,3,4,5

E" ~! Ker {v: IH, (CP™ +CP™) @ H'(T) — H'*(CP™) @ H“’(CP@)} v=24

(2,2)72 2)

| Coker {7: [H, (CP™ +«CP™)® H (T) — H”*""((Cpnl)@ﬂv*‘”’(@pnz)} v=35
Ici, 'opérateur v est donné par

v(fer] @ b1) = y([e] @ ba) = (0,v/2), ~([ea] ® b1) = v([ea] ® ba) = (V2,0),

Y(ler A es] @ br) = v2(er + e2), Y([er A eg] @ by) = v2(ea — €1).
Un calcul direct donne, comme on pouvait I'attendre, , E;* = ]H:2 2)((CP"l *CP™) @, H(T).

Cet exemple montre que la suite exacte (10) dépend de la base distinguée.

5.7.3 Deuxiéme perversité. Considérons la perversité 7 = (4, 4), nous montrons que le deuxieme
terme de la suite spectrale {, | F, } est différent de celui de la suite spectrale {,, £, }. Ceci prouve
que la suite spectrale que nous construisons dans ce travail dépend du choix de la perversité (méme
si I'aboutissement est le méme).

Un calcul direct a ’aide de Mayer-Vietoris donne

IH,, (CP™ x CP™) = (L,[df Aep' Aeg],[ef* Aes?] /3 <in <ni,2 <y <mp,0 < ki <2,0<
k2 S 1>7 ) .

IH,, (CP" % CP™) = (L [df Aet Aeg],[e" Aey?] /2 < it <nu,3 <ip < o0 < ky < 1,0 <
k2 S 2>7 ) )

TH (CP™%xCP"™) = (1,[df AN NeR],[ef Nek?] /3 <i; <nj,0<k; <2,j=1,2).

(4,4)

Considérons la base ona By = {aj, as}. Ainsi:

wwB = IH, (CP"+CP™) @, H'(T) =
u (CP"I*CP"2)®(1>} o {I1H
&

*

o (CPP TP & ()}
[H (CP™%CP™)® (a, - a2>} .

(2,2)

(4,4)

o i (cpnl*cpn2)®<a1>}

(4,2)

Nous arrivons & (2’2)E;’* = E" cardim ,,E" = 4nins—2(n1+n2)+10 # 4nins—T7(ny+ng)+29 =

dim £

(4,472 °

(2,2)
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5.8 Comparaison des suites spectrales. Pour une méme action ®: T x M — M nous n’avons
pas construit une mais plusieurs suites spectrales convergeant vers H (M ); néanmoins, elles ne sont
pas indépendantes. Posons q et 7 deux perversités sur M/T vérifiant les inégalités 0 < g < 7 <
Z. L’inclusion ¢: Q;(M ) — Q?(M ), qui est un quasi-isomorphisme, préserve la filtration de §5.1
et définit donc un morphisme de suites spectrales {¢, : ., — _E 1} _ . Nous décrivons dans ce
paragraphe le deuxieme terme de ce morphisme. Pour cela nous utilisons le résultat suivant, qui
complete le Lemme 5.4.3.

Lemme 5.8.1 Fizons S € S et considérons ¢ un entier vérifiant ¢ < {, — 1. Alors:

* QZ(W(TS» ~ { H*%(S/T) si (Se€Syetl=0)ou(SeS et0<Y{ pair)
Q@ _(7(7y)) L0 sinon

Démonstration. Distinguons plusieurs cas.

e SeSyetl 0. La procédure suivie a §5.3.3 montre que le complexe est acyclique

~

-1

(8 /T,) @ {2 (S' /T,) nd™(0)}

e

est acyclique. Ceci équivaut

si et seulement si le complexe .

P10 & {97 (8" /To) Nd 7 (0)}
i=0
a la nullité de H'(S% /T,), ce qui provient des inégalités 1 < ¢ < ¢, — 1 et de [0, pag.132].
e S c€Syet ¢ =0. Le complexe quotient est réduit a Qﬁ(w(’]’s)) = ptQ°(S/T), d’ou le résultat.
e S € 5) et £ impair ou £ < 0. On raisonne comme dans le premier cas et on tient compte de
Pégalité H' (S /T,) = 0 si £ est impair ou £ < 0.

N

e S € S;et0 < pair. D’apres le cas précédent nous avons H 7 ) ~ g _QZ<7T(7;>)
@ _(7(Z)) Q (n(7y))

Maintenant il suffit d’appliquer le Lemme 5.4.3.

Théoréme 5.8.2 Soient q et T deur perversités sur M/T avec0 < g <7 < Z et [F(Wés))} - [5(”(5))} <
1. Alors, il existe une suite exacte longue

vt1,% w1,

*
- E 2 BT L
q,7 q 2 T2 ’

s}

avec

73;: _ @ {{H* 2[” (”<5))](S/T)}(nl) & {H*H o[z
ot la somme est étendue a {S € Sy / [@] - [@} =1}

Démonstration. L’existence de partitions de 'unité constituées de fonctions controlées implique que
la restriction des formes différentielles induit 'isomorphisme différentiel suivant

N (M/T) (7 )
N M/T @N*uﬁ ’

Ses
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Considérons S € S et distinguons 2 cas pour étudier la cohomologie du complexe quotient

e S € 8. Nous avons N (n(T;)) = Q.(n(T;)) ® H"(T) et " (n(T;)) = Q. (n(T;)) @ ® H'(T),

. _ . . Q(n(T))
Puisque 1 < 7(w(S)) < £, — 1 nous avons d’apres le Lemme précédent que le Complexe ( )
m S
N (n(T5))
est acyclique. Ainsi, le quotient —————2"" est lui aussi acyclique.
N (n(Ty))
e S € &;. Puisque les complexes en jeu ne dépendent pas de la base, choisissons une base B
orthonormale (relativement a (—|—)) de facon que a, soit a;. Ainsi, nous avons ’égalité
N (R(T) = {9 (T) @ N (e, an)} 0 {9 (R(T) @ ar- A (a3, an) }

et I'égalité

N (r(T,) = {0

q

(W(T) @ A (.-, } @ {0

*
q

<l
|
ol

Par conséquent,

N'(1(T) o [T . 2 ,=(Ty) w
-W%ﬂz»‘ﬁmﬂ@»®A@“”%ﬁ@{%JMQ»®““ s
D’apres le Lemme précédent nous avons H- (% ) ~ 77;,’:; d’om le résultat. &

5.8.3 Exemple. Considérons I'action décrite dans §5.7. les perversités ¢ = (2,2) et 7 = (4,4)
vérifient les conditions du Théoreme précédent, nous trouvons ainsi la suite exacte longue

T e E; i>(4,4) B — 77:27;)‘(4’4) — ) E:H’* L(M) E;H’* —
ol
H(CP™) & H ' (CP™) siu=0
e 23 {ETCP o T Py Lo (BT CPY) @ U CP™)) siu=1
H(CPm) o H(CP) Siu=2.

5.9 Annulation des classes d’Euler. Si 'action ® est libre, 'annulation des classes d’Euler
{lea] € H (M/T) / a € A} équivaut & 'existence d’un feuilletage transverse aux orbites. Nous mon-
trons dans la suite que, dans le cas simple, I'annulation des classes d’Euler {[e,] € 1 H;(M /T) ) a€ A}
possede aussi une intérpretation géométrique.

Un feuilletage singulier F sur M [0] est transverse a ® si pour tout point x de M — ¥ la feuille
de F et 'orbite de ® passant par x sont transverses.

Théoreme 5.9.1 Soit &: T x M — M wune action simple du tore T sur une variété M. Les deux
assertions suivantes sont équivalentes:
(a) Les classes d’Euler {[e,] € IH;(M/T) / a € A} s’annulent.

(b) Il existe sur M un feuilletage singulier F transverse a ®.
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Démonstration. Remarquons tout d’abord que, d’apres §4.5, la premiere condition ne dépend pas de
la bonne métrique choisie.

(a) = (b). Pour chaque S € S, le voisinage tubulaire 7, s’identifie naturellement avec E, X
0,1/ ~ ot By =7;"(1/2) et (z,0) ~ (2',0) ssi 74(x) = 74(z'). Posons M la variété a bord obtenue
a partir de M en remplacant E x [0, 1] par j's Elle est naturellement munie d’une action libre ® de
T; nous pouvons ainsi construire une application différentiable équivariante L: M—M qui envoie
difféomorphiquement M — L7Y(X) sur M —3. Les classes d’Euler de M sont donc envoyées par £ sur
les classes d’Euler de M qui sont donc nulles. Par conséquent il existe sur M un feuilletage régulier
F transverse aux orbites de ®. On vérifie aisément que la distribution £,(TF) est localement de
type fini, elle définit donc un feuilletage singulier (cf. [0, pag.185-186]), qui est par construction
transverse aux orbites de .

(b) = (a). Pour des raisons de degré, nous avons ]H;(M) = H (M — %) et les classes d’Euler
de ® correspondent avec celles de la restriction de ® a M — X | ou 'action est libre. Ainsi, puisque
dans M — X le feuilletage F est transverse a ®, nous avons que les classes d’Euler sont nulles. &

5.9.2 Remarques.

Dans les conditions du Théoreme précédent:

(i) Les seules strates singulieres qui peuvent apparaitre sont celles qui vérifient dimT, = 0 ou
bien celles qui vérifient ¢, = 1. L’espace d’orbites M /T est une variété de Sataké a bord, qui est la
réunion des strates S avec £, = 1.

(ii) La suite spectrale dégénere et H (M) = IH;(M/T)@BHU (T) pour toute base B de A. Rap-
pelons que cette cohomologie s’écrit en termes des cohomologies relatives {H (M/T,C)) / C com-
posante connexe du bord de M/T}.
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